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(Mit 2 Abbildungen) 


Im vorangehenden Teil I dieser Arbeit!) wurden auf Grund 
einer quantenmechanischen Rechnung die Grundgleichungen der 
v. Laueschen dynamischen Theorie der Röntgenstrahlinterferenzen 
in einer verallgemeinerten Form abgeleitet und die darin auftretenden 
Koeffizienten eingehend diskutiert. Die Grundgleichungen in der 
neuen Form umfassen mit die auf Anregung der Elektronen beruhende 
Resonanzstreuung, also den Frequenzbereich der anomalen Dispersion 
in der Nähe der Absorptionskanten und zugleich auch die Absorption 
selbst. — Im vorliegenden Teil II sollen nun die Folgerungen für 
die eigentliche dynamische Theorie der Brechung, Reflexion und 
Absorption von Réntgenstrahlen in Kristallen diskutiert werden. 
Wir schließen uns dabei in den großen Zügen dem von M. v. Laue?) 
eingeschlagenen Wege an, dessen wesentlichste Gesichtspunkte wir 
im folgenden $ 1 kurz skizzieren. — Neue experimentelle Folgerungen 
ergeben sich in unserer Theorie aus dem Tensorcharakter und der 
Richtungsabhängigkeit der Koeffizienten in den Grundgleichungen, 
und zwar führt dies bei einfacher Durchstrahlung ($ 2) zu röntgen- 
optischer Anisotropie (d. h. Doppelbrechung usw.) und bei der 
Braggschen Reflexion (88 4 u.5) zu Änderungen der Grenzwinkel 
des Bereichs der Braggschen Totalreflexion sowie der beiden aus- 
gezeichneten Polarisationsrichtungen. Diese Effekte dürften zwar 
klein sein; sie sind daran geknüpft, daß die angeregten Elektronen- 
zustände von der Gitterstruktur modifiziert sind. Trotzdem halten 
wir experimentelle Prüfungen, zumal in unmittelbarer Umgebung 
der Absorptionskanten für möglich. Außer diesen neuen Folgerungen 
liefert unsere Theorie verschiedene Ergebnisse wieder, die bereits 
von andern Autoren auf andern Wegen gefunden wurden. Es 


1) Im folgenden als I zitiert. 
2) M.v. Laue, a. a. O. in I. 
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erscheint uns wesentlich, daB diese Ergebnisse hier im Rahmen 
einer in sich abgeschlossenen dynamischen Theorie erhalten werden. — 
Es sei noch darauf hingewiesen, daB unsere Theorie in der bisher 
vorliegenden Form nur die kohärente Streustrahlung erfaßt, dagegen 
nicht die inkohärente Fluoreszenzstreustrahlung, desgleichen auch 
nicht den Einfluß der Temperatur auf die Röntgenstreuung. 


$1. Beschränkung auf endlich viele Partialstrahlen 
Die im Teil I abgeleiteten Grundgleichungen lauten nach I (2,13): 


2 
(1,1) 

q 
Von den urspriinglichen Grundgleichungen M. v. Laues unterscheiden 
sie sich in den Eigenschaften der Koeffizienten C,,: diese sind bei 
uns nicht mehr als Fourierkoeffizienten einer Suszeptibilität deutbar, 
da sie nicht allein von der Differenz m—q der Indizes abhängen; 
ferner hängen unsere C, im allgemeinen von der Strahlrichtung $,, 
X, ab, und besitzen im allgemeinen Tensorcharakter. Diese Eigen- 
schaften wurden in I eingehend diskutiert. — Genau wie im Fall 
skalarer C,, schließt man nun, daß nur wenige Partialstrahlen 8, 


stark sein werden, nämlich diejenigen, für die der Faktor [ _ =) 
auf der linken Seite von (1,1) klein wird, für die also angenähert 
|8„|>k ist (Ewaldsche Konstruktion!). Wir ersetzen daher wie 
üblich das System von unendlich vielen Gleichungen (1,1) durch ein 
solches von endlich vielen („reduzierte Grundgleichungen“), indem 
wir in (1,1) nur die Amplituden D,,D,... der N starken Strahlen 
stehen lassen und alle übrigen unterdrücken. Wir erinnern ferner 
an die übliche Darstellungsweise, bei der man die Ausbreitungs- 
vektoren 8,8, usw. der N starken Strahlen so in den Raum des 
reziproken Gitters eingezeichnet denkt, daß sie von einem gemein- 
samen Anfangspunkt, dem „Dispersions-“ oder „Anregungspunkt“ 
zum Q-ten, m-ten usw. Gitterpunkt des reziproken Gitters weisen, 
was wegen der Beziehung 8, = 8,+ b, möglich ist. Nicht jeder 
Punkt im Raum des reziproken Gitters stellt einen möglichen Dis- 
persionspunkt dar, vielmehr bildet die Mannigfaltigkeit der mit den 
reduzierten Grundgleichungen (1,1) verträglichen Dispersionspunkte 
im Raum des reziproken Gitters eine im Fall von N starken Strahlen 
2N-schalige Fläche, die man als Dispersionsfläche zu bezeichnen 
pflegt. Die Bestimmung der Dispersionsfläche in den verschiedenen 
Fällen ist die hauptsächlichste Aufgabe, die uns in den folgenden 
Paragraphen beschäftigen wird. 
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§ 2. Der Fall nur eines starken Strahles 


Wir betrachten zunächst den einfachsten Fall, daß nur ein 
einziger Partialstrahl — sagen wir der 0-te — stark ist. Für diesen 
reduzieren sich dann die Grundgleichungen auf die einzige Gleichung: 


&1) = 


Wie man sieht, liegen die Verhältnisse analog dem Fall der Aus- 
breitung einer Lichtwelle in einem Medium mit komplexer tenso- 
rieller Dielektrizitätskonstante'. Ein Unterschied gegenüber der 
Optik des sichtbaren Lichtes liegt jedoch darin, daß C,, im all- 
gemeinen von §,, d.h. von der Strahlrichtung abhängt. Wir wollen 
deshalb diesen Fall hier ausführlich diskutieren; die dabei benutzte 
Methode werden wir im §3 für den allgemeinen Fall von N starken 
Strahlen erweitern. 

Wir fassen eine feste Richtung des Ausbreitungsvektors &, ins 
Auge und wählen ein Koordinatensystem 


Tor Yor % (,,0-Koordinatensystem“) 


so, daß die Achse z, in Richtung 8, weist. Wir bilden nun aus 
dem Tensor C,, einen reduzierten 2dimensionalen Tensor 

To 
(2,2) Coo = Yo Zo Yo Yo 

Coo Sou 

indem wir in C,, die zu z, gehörige Zeile und Spalte streichen. 
Das Streichen der zu 2, gehörigen Spalte darf geschehen, weil ®, 
senkrecht auf 8, steht; das Streichen der 2,-Zeile muß geschehen 
wegen des Index | $, in (2,1). An Stelle von (2,1) erhalten wir damit 
die 2dimensionale Matrixgleichung 

k , 
| (1— ge) 
oder ausführlich geschrieben: 


Gl. (2,3) kann als Eigenwertproblem aufgefaßt werden, und zwar sind 
die beiden möglichen Werte 4, und 4, von 


(2,4) 4, = (1— 35) 


(2,3) 


1) Vgl. M. Born, Optik. 
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die beiden Eigenwerte der Matrix ed Diese bestimmen sich ent- 
weder aus der Bedingung, daß die Determinante von (2,3) ver- 
schwinden muß: 
(2,5) Det.|(C,,— 4, E,)| =0, 
wobei E, die 2dimensionale Einheitsmatrix und Co die Matrix (2,2) 
bedeutet, oder aber direkt dadurch, daß man die Matrix Cro durch 
eine Ahnlichkeitstransformation 

4, 0 
0 
auf Diagonalform bringt. Den beiden Werten von A, entsprechen 


nach Gl. (2,4) zwei mögliche Werte von |®%,|, es ergibt sich also 
Doppelbrechung'). Durch die zweireihige quadratrische Matrix 


(2,7) « -( 

~ 
welche die Hauptachsentransformation (2,6) leistet, sind zugleich die 
Eigenvektoren D; und D) d. h. die Polarisationsrichtungen der 


beiden zugehörigen Strahlen gegeben, und zwar sind die Eigen- 
vektoren gemäß 


(2,8) ~ und entsprechend für D, 
Da” ar 

den beiden Spalten der Matrix & proportional. 

Der reduzierte Tensor Cio hat die gleichen Tensoreigenschaften 
(symmetrisch, hermitisch usw.) wie der vollständige Tensor C,,. Wir 
haben nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem bei dem Tensor 
+ der Absorptionsanteil 


(2,6) a”! Co a= | 


a) og = 0 oder 


b) A + 0 ist. 


1) Führt man den ,,Anregungsfehler“ «, gemäß | Ko = k(1 + &) ein, 80 
ist bei Vernachlässigung von kleinen Größen höherer Ordnung Ay = 2 &. 
sei betont, daB |%)| = VX und damit auch « komplex sind, sofern 
&,) = KP +19 ein komplexer Vektor ist. Für den Imaginärteil von &, gilt 


in erster Näherung % (&) = " (8), a); durch $ (&) ist also nur die Pro- 
jektion des Extinktionsvektors 92) auf die Richtung von KP gegeben, wihrend 


die Richtung von an erst aus den Randbedingungen folgt. 
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Im Fall a) ist Cro eine hermitische (speziell bei Kristallen mit 
Symmetriezentrum eine reell-symmetrische) Matrix und hat als solche 
reelle Eigenwerte 4, und Ay. Damit sind auch die beiden möglichen 
Werte von |S,| reell, es tritt also keine Absorption ein. Die 
Matrix a, welche Coo auf Hauptachsen transformiert, ist in diesem 
Falle unitär, und zwar 

a) bei komplex-hermitischem c. komplex-unitär. Die beiden 
Eigenvektoren D und D> sind dann (bei spezieller Wahl der 
Koordinatenrichtungen x, und y,) von der Form 


a ib 
29,1 
mit reellem aundb. Dies sind die Amplituden zweier elliptisch 
polarisierter Strahlen mit gleichen Exzentrizitäten, aufeinander senk- 
rechten großen Achsen und entgegengesetztem Drehsinn. 

ß) Bei reell-symmetrischem Coo (also bei Vorhandensein eines 
Symmetriezentrums, oder wenn aus andern Symmetriegriinden der 
Imaginärteil von Cc verschwindet) ist & eine reell-orthogonale 
Matrix. Die beiden Strahlen sind dann gemäß (2,8) linear und senk- 
recht zueinander polarisiert. 

Im Fall b) ist Coo eine komplexe nichthermitische Matrix. Ihre 
Eigenwerte sind komplex, und zwar nach den Ausführungen von 
I,$6,c mit nicht verschwindendem, negativem Imaginärteil. Die 
beiden Werte von |S,| besitzen dann nach (2,4) ebenfalls negative 
Imaginärteile, was nach I,(2,1) ein exponentielles Abklingen in 
Strahlrichtung, also Absorption bedeutet. Die Matrix « ist in diesem 
Fall im allgemeinen nichtunitär-komplex, die beiden Strahlen sind 
also im allgemeinen elliptisch polarisiert, und es besteht keine Be- 
ziehung zwischen den Exzentrizitäten und Orientierungen der beiden 
Ellipsen. Speziell jedoch in den Fällen, in denen og reell-sym- 
metrisch und A‘ rein imaginär-symmetrisch ist (also insbesondere 
bei Vorhandensein eines Symmetriezentrums) ist Cro eine komplex- 
symmetrische (nichthermitische!) Matrix. In diesem Fall ist die 
Matrix @ komplex-orthogonal (nichtunitär!); die beiden Eigenvektoren 
D) und D" sind dann nach (2,8) bei spezieller Wahl der Koordi- 
natenachsen z,, y 


») von der Form 


a 


‚80 
Es 
fern | 
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Die beiden Strahlen sind also elliptisch polarisiert mit gleichen 
Exzentrizitäten und aufeinander senkrechten großen Achsen, jedoch 
im Gegensatz zu (2,9,1) gleichem Drehsinn. Nur dann, wenn Real- 
und Imaginärteil von zueinander proportional sind, sind die 
beiden Strahlen linear polarisiert. 

Es sei noch bemerkt, daß in dem in I, § 6,d betrachteten 
Spezialfall, in dem C,, von der Strahlrichtung unabhängig ist, die 
Dispersionsfläche im Falla,# durch die aus der Optik bekannte 
Fresnelsche Formel für die Doppelbrechung dargestellt wird. — 
Das Ergebnis der Betrachtungen dieses Paragraphen können wir 
wie folgt zusammenfassen: für eine bestimmte Strahlrichtung gibt 
es im allgemeinen zwei ausgezeichnete, verschieden (und zwar im 
allgemeinen elliptisch, in speziellen Fällen linear bzw. zirkular) polari- 
sierte Strahlen, denen je ein eigener Brechungsindex und ein eigener 
Absorptionskoeffizient zukommt. 

Es seien an dieser Stelle noch die Formeln für den mittleren 
Brechungsindex n und Absorptionskoeffizienten u (d. h. bei Vernach- 
lässigung des Doppelbrechungseffektes) angegeben: für n findet man 
(durch Überstreichung ist Mittelung über die Tensor-Diagonalelemente 
angedeutet): 

(2,10) 


00? 


wobei = + _ =% +4 Spur und x, und nach 


I, (2,3) und I, (5,9) einzusetzen sind. Ersetzt man hierbei in y x 
die angeregten Elektronenzustände im Kristall durch diejenigen des 
freien Atoms, so geht (2,10) in die von H. Hönl!) benutzte Formel 
für den Brechungsindex über. Für den mittleren linearen Absorptions- 
koeffizienten erhält man 


11,1) _ Spur AA", 


woraus nach I, (5,8) für den von der K-Kante des s-ten Basisatoms 
herrührenden Anteil von u folgt: 

4n (BX, 
3vc4 J |grad, 


Dies ist die von H. Bethe?) auf anderem Wege abgeleitete Formel 
für den Absorptionskoeffizienten. 


(2,11,2) ps = 


1) H. Hönl, a. a. O. in I. 
2) A. Sommerfeld u. H. Bethe, Handb. d. Phys. XXIV/2, Gl. (22,18) 
S. 457. 


= 
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ron § 3. Der Fall von N starken Strahlen 
loch Ehe wir auf den praktisch wichtigen Fall von zwei starken 
eal Strahlen eingehen, behandeln wir den allgemeinen Fall, daß N 
die Strablen — sagen wir 8,,8,,8, usw. — stark sind. Wir führen 
N verschiedene Koordinatensysteme ein: 
Yo,2, (0-Koordinatensystem) 
die Lay 2m, (m-Koordinatensystem) usw., 
nnte und zwar jeweils so, daß z, in Richtung $,,2, in Richtung 8, usw. 
BR weist. Wir machen nun von der Möglichkeit Gebrauch, daß man 
wir für einen Tensor eine gemischte Koordinatendarstellung benutzen 
gibt kann’), und zwar wollen wir für die Tensoren C,,, eine solche ge- 
- im mischte Darstellung wählen, daß wir für den Zeilenindex das 
lari- „m-Koordinatensystem“ und für den Spaltenindex das „q-Koordi- 
oner natensystem“ benutzen. C,, hat in dieser Darstellung also die 
Komponenten 
o=* ome 
man mq mq mq 
ente 
Genau wie im Fall des einfachen Strahls miissen bzw. diirfen wir 
nun in (1,1) die zu z, bzw. z, behörige Zeile bzw. Spalte streichen. 
Dadurch entstehen wiederum aus C,, reduzierte 2dimensionale 
ach Tensoren C;,, mit den Komponenten 
4st gue 
00 (3,1) mq mq 
des Gym ye 
u und an Stelle von (1,1) tritt das System von N 2dimensionalen 
Matrixgleichungen: 
2 
(3,2,1) (1 - =) Da= PX 
q 
un Wir führen nun wie üblich die Anregungsfehler &,, ¢, usw. ein, 
gemäß 
| | = k(L + 
|®,,| = k(1 + «,) usw. 
mel 1) Es seien x, y, z und 2’,y’,2’ zwei Koordinatensysteme und A ein 
Tensor. Man kann dann eine gemischte Darstellung einführen mit den Kom- 
ponenten A”*, 4"Y’ usw. Dabei ist z. B. 
A®” = A** cos (a’, 2) + A®Y cos (2’, y) + cos (x’,2), 
2,18) wobei A””, A”¥, A”* die gewöhnlichen Komponenten des Tensors A im un- 
gestrichenen Koordinatensystem bedeuten. 


= 
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Da die «, kleine Größen sind, gilt angenähert (1 2) a 
womit wir fiir (3,2,1) schreiben kénnen: 
(3,2,2) >, Car — 2m = 0. 

q 
Dieses System von N 2dimensionalen Matrixgleichungen können 
wir statt dessen auch als eine 2N-dimensionale Matrixgleichung 


auffassen. Wir führen zur Abkürzung die 2 N-reihigen quadratischen 
Matrizen ein: 


Co Com Cog 
(3,4) See: Gog 
Coo C, m Cy q 
und 
09 0 
(3,5) [e] 0 En E, 0 ee 
0 


Dabei sind für die C;,, die 2reihigen quadratischen Matrizen der 
Gl. (3,1) sowie für E, bzw. 0 die 2dimensionale Einheits- bzw. Null- 
matrix eingesetzt zu denken. 

Verstehen wir ferner unter D den 2 N-dimensionalen Vektor 
mit den Komponenten D/”,D/”, ---), so lautet damit die 
2 N-dimensionale Matrixgleichung (3,2,2): 

(3,6) (C] — 2[e)D = 0. 

Damit die Gleichung lösbar sei, muß ihre Determinante ver- 
schwinden: 

(3,7) Det. |(C] — 2[«))| = 0. 


Die Matrix ((C] — 2[e)) ist Funktion von &,; diejenigen Vektoren &,, 
fiir die (3,7) erfillt ist, entsprechen den Punkten der Dispersions- 
fläche. (Da der Vektor — 8, als Fahrstrahl im Raum des 
reziproken Gitters fungiert, bezeichnen wir diesen im folgendem 
kurz als „(—8,)-Raum“.) Wir betrachten nun statt (3,7) die Gleichung 


(3,8) Det. |((C] — 2[¢] — 4 E2y)| = 0, 


wobei die 2 N-dimensionale Einheitsmatrix bedeutet. (3,8) ist 
eine Gleichung 2N-ten Grades für A; die Lösungen AI, 11... A?) 
sind die Eigenwerte der Matrix ((C]— 2[e2). Da diese Matrix 
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von ®, abhängt, ist durch (3,8) eine 2N-deutige Funktion 
A= A(—8,) im (— 8,)-Raum definiert. Die Nullstellen dieser 
Funktion sind die Lösungen der Gl. (3,7), die Fläche A= 0 stellt 
also die Dispersionsfläche dar. Sofern jedes der 2 N Wertsysteme 
der Funktion A(—8,) Nullstellen besitzt, ist also die Dispersions- 
fläche 2N-schalig. Daß dies in der Tat der Fall ist, kann man 
folgendermaßen einsehen: betrachten wir zunächst den Spezialfall 
[C]) = 0; nach (3,8) sind dann je zwei der Eigenwerte A =— 2:,, 
— 2:, usw., und es gibt dann N Schalen der Dispersionsfläche, von 
denen jedoch jede doppelt zu zählen ist- Läßt man nun die 
Matrixelemente von [C] stetig von Null an bis zu kleinen Werten 
wachsen, so ändern sich dabei die Eigenwerte A ein wenig und die 
Nullstellen der Funktion A(— 8,) verschieben sich zu benachbarten 
&,-Werten. Die Dispersionsfläche wird hierbei ein wenig deformiert, 
jedoch kann sich die Anzahl ihrer Schalen dabei nicht ändern. 
Bisher ist es offen geblieben, ob die Dispersionsfläche in reellen 
oder komplexen Bereichen des (—S,)-Raumes verläuft. Wie im 
Fall nur eines starken Strahles haben wir wieder die beiden Fälle 


a) = 0 und 
b) 4 + 0 zu unterscheiden. 


Im Fall a) folgt aus I(6,1) für die Matrizen der Gleichung (3,1) 

die Beziehung 

mq qm 

woraus weiter folgt, daB die Matrix [C] der Gl. (3,4) hermitisch ist. 
Beschränkt man sich auf reelle $,, so ist auch die Matrix 
((C] — 2[e]) hermitisch und besitzt als solche reelle Eigenwerte 4; 
die Funktion A(— 8,) ist also im Bereich reellen Argumentes reell. 
Wendet man auf diesen Fall die obige Überlegung über die Existenz 
der 2N-schaligen Dispersionsfläche an, so folgt sofort, daß im Fall a) 
eine 2 N-schalige Dispersionsfläche im reellen (— &,)-Raum existiert. 
Dies schließt natürlich nicht aus, daß sich die Dispersionsfläche 
auch in komplexe $,-Bereiche fortsetzen läßt. 

Im Fall b) ist die Matrix [C] nicht hermitisch, und zwar besitzt 
sie nach den Ausführungen von I, § 6,c komplexe Diagonalelemente 
und Eigenwerte mit nichtverschwindendem negativem Imaginärteil. 
Wählt man &, und damit [e] reell, so sind auch die Eigenwerte A 
der Matrix ([C] — 2[e]) notwendig komplex, woraus folgt, daß der © 
reelle (— $,)-Raum keine Dispersionspunkte enthält. Die Dispersions- 
fläche verläuft also im Fall b in komplexen Bereichen des (— 8,)- 
Raumes, und zwar nach den obigen Überlegungen in unmittelbarer 
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Nachbarschaft der Flächen ¢, = 0. — Damit ist auch für den all- 
gemeinen Fall von N Strahlen gezeigt, daB der Fall a) den nicht- 
absorbierenden und der Fall b) den absorbierenden Kristall beschreibt. 

Die Polarisationsverhältnisse im Fall von N starken Strahlen 
liegen ähnlich wie im Fall nur eines starken Strahles: sie sind be- 
schrieben durch die 2 N-dimensionalen Eigenvektoren, die die Gl. (8,6) 
erfüllen, und diese sind wieder den Spalten derjenigen Matrix « 
proportional, welche ([C] — 2[e]) auf Hauptachsen transformiert, (und 
zwar jeweils derjenigen Spalte, die zu verschwindendem Eigenwert 
von ((C] — 2{e])) gehört. Es ergibt sich wieder, daß das Strahlen- 
system im Fall a) im allgemeinen elliptisch und speziell bei reellem 
[C] (insbesondere also bei Vorhandensein eines Symmetriezentrums) 
linear polarisiert, und daß es im Fall b) im allgemeinen elliptisch 
polarisiert ist. 


§ 4. Die Dispersionsfläche im Fall von zwei starken Strahlen 


Wir wollen jetzt für den Fall, daß zwei Strahlen — sagen 
wir 8, und $, stark sind, den Verlauf der Dispersionsfläche dis- 
kutieren, und zwar unter der Annahme, daß er = 0 ist [Fall a)). 
Die Vektoren &,, die der Dispersionsfläche entsprechen, genügen 
nach (3,7) der Gleichung 
(4,1) Det. |((C] — 2[e)] = 0. 


Entsprechend den Ausführungen im § 3 ist [C] nach Gl. (3,4) jetzt 
eine vierreihige hermitische Matrix und [se] die Diagonalmatrix 


&, 0 0 0 

0 é 0 0 
42 = 0 7 
( ) [é] 0 0 0 

0 0 0 En 


Wir führen an Stelle von e, und ¢, die beiden Größen 


(4,3,1) é=>(& + é,,) 
und 

1 
(4,3,2) 4= (& €) 


ein. Die anschauliche Bedeutung dieser beiden Größen erkennt 
. man folgendermaßen: wir führen in der Strahlenebene im Raum 
des reziproken Gitters ein Koordinatensystem &,n ein, dessen Ur- 
sprung an der Stelle Z liegt, die von den reziproken Gitterpunkten 0 
und m den Abstand k besitzt, und zwar so, daß & in Richtung des 
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Mittellotes auf der Verbindungslinie Om und n parallel zu Om ge- 
richtet ist (vgl. Abb. 1). Wie man sich leicht überzeugt gelten dann 
die Beziehungen 


(4,4,1) ke = 
und 
(4,4,2) kA = 


wobei © der Winkel 0 Lm ist. [Die Gl. (4,4) gelten in der Näherung, 
in der man die Kreise mit Radius k um O0 und m durch ihre 


[X 


Abb. 1. Typischer Verlauf der Dispersionskurve 
(Schnittkurve der Dispersionsfläche mit der Strahlenebene) 


Tangenten im Punkte L ersetzen kann.] Führen wir weiter die 
Diagonalmatrix 


4 0 0 0 
‘- 0 A 0 0 
4, = 


0 0 0 —4 


ein und verstehen unter E, die 4dimensionale Einheitsmatrix, so 
läßt sich die Matrix (4,2) zerlegen gemäß 


womit die Gl. (4,1) der Dispersionsfläche die Gestalt annimmt: 
(4,6) Det. (5 [7] -[N-: E,) wt. 


In den kleinen in Betracht kommenden Variationsbereichen von $, 
in der betrachteten Strahlenebene kann die Matrix [C] als konstant 
angesehen werden. Die Gl. (4,6) der Schnittkurve der Dispersions- 
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fläche mit der betrachteten Strahlenebene (die wir im folgenden 
kurz als „Dispersionskurve“ bezeichnen) ist also vom vierten Grade 
in:& und 4 bzw. in & und „7. Die Gl.(4,6) kann als Eigenwert- 
gleichung aufgefaßt werden, und zwar stellen sich nach (4,6) die 


möglichen Werte von & als Eigenwerte der Matrix (3 [Cc] — A) 
dar. Beschränkt man sich auf reelle &, und damit reelle 4, so 
ist die Matrix G [0] — (A) hermitisch und besitzt als solche vier 


reelle Eigenwerte & Zu jedem festen reellen Wert von A gehören 
also vier reelle Werte von &; nach (4,4) besagt dies: die Geraden 
n = const besitzen stets vier reelle Schnittpunkte mit der Dispersions- 
fläche‘). Weiter läßt sich aus (4,6) noch folgendes ablesen: Der 


Mittelwert der vier zu einem Wert 4 gehörigen Werte & ist von 4 
unabhängig; denn die Summe der Eigenwerte der Matrix 


(z101-14) 


ist gleich der Diagonalsumme dieser Matrix und die Diagonalsumme 
von [4] verschwindet. Geometrisch besagt dies: Die Schwerpunkte 
der je vier auf einer Geraden 7 = const liegenden Dispersionspunkte 
liegen auf einer Geraden § = const. — Bei größeren Werten von 4 
liegen je zwei Eigenwerte & der Matrix (3 [Cc] - [4)) in der Nihe 


von + 4, d.h. je zwei Aste der Dispersionskurve nähern sich den 
Kreisen ¢, = 0 bzw. ¢, = 0. Der allgemeine Verlauf der Dispersions- 
fläche ist, wie man sieht, durchaus ähnlich wie im Fall skalarer C,, . 

Die Polarisationsverhältnisse der möglichen Strahlensysteme 


sind durch die Eigenvektoren D = Di’, D2", der Matrix 
(5 [C}— 2) beschrieben. Die zu jeweils festem A gehörigen Eigen- 
vektoren D!, DU, DI, DIV, die den vier auf der Geraden A = const 


liegenden Dispersionspunkten zugeordnet sind, sind zueinander 
orthogonal, d.h. z. B.: 


(4,7) (DY, = Do") + (DDN) = 0. 
Im allgemeinen ist (D,,D) ) + 0 und + 0; die einzelnen 


Strahlen für sich brauchen also nicht orthogonal zueinander zu sein, 


1) Vgl. hierzu L. Posener (a.a. O. in D; der dort behandelte Fall ent- 
spricht unserem in I, § 6,d behandelten Spezialfall. Der von der Verfasserin 
gemäß der Abb. 7a für möglich gehaltene Verlauf der Dispersionsfläche kann 
nach unseren Überlegungen nicht eintreten. 


2 
(4,13) (: - 
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und es gilt auch nicht mehr allgemein, daß zwei der möglichen 
Strahlenpaare parallel und die beiden andern senkrecht zur Strahlen- 
ebene polarisiert sind, wie es im Fall skalarer C,, der Fall ist. 


Wir geben noch ein Schema an, wie im Fall von zwei starken Strahlen 
die Matrix [C] gemäß GI. (3,4) zu berechnen ist: Es seien [90]; [Com] und 
[Cnm) die Darstellungen der Tensoren Cy, Cy,, und C,,,, nach dem 0-Koordi- 
natensystem (,,0-Darstellung“). Wir bilden daraus für C),, die gemischte 
(0, m)-Darstellung: 


(4,8,1) [Com] = [Com] 
und für C,,,, die m-Darstellung 
(4,8,2) [(Can}’ = 


Es sei die y)- und y,-Achse senkrecht zur Strahlenebene gewählt. Die 
Matrix « in (4,8), die das 0- in das m-Koordinatensystem überführt, lautet dann: 


cs 0 sin® 
(4,9) a= | 0 1 0 
-sinG 0 cos 


(= Drehung um die y)-Achse um den Winkel 6). Gemäß § 3 bilden wir nun 
die reduzierten Tensoren C, g durch Streichen der zu z, und z, gehörigen 


Zeilen und Spalten; damit ist nach (3,4) die Matrix [C] bekannt. — Wir er- 
läutern dieses Schema noch an dem Fall, daß die C,, Skalare sind. Es 


ist dann: 
(410) [Co] = 0° Es, [Com] = [Cum] = 


mit skalaren c; wegen der Richtungsabhängigkeit ist im allgemeinen a kn 
Für die 4reihige Matrix [C] erhält man damit: 


Co 0 Com 0 
(4,11) [C] = 
Com Crm 
0 0 Cay 


Die 4reihige Determinante (4,1) hat hiernach die Form eines Produktes D, D, 
zweier 2reihiger Determinanten, deren erste lautet 
— 2% Om 


4,12) D,= 


Com 
während die zweite D, aus dieser durch Ersetzen von c,, durch c,, cos © 


hervorgeht. Mit (4,3) und (4,4) ergeben sich daraus die Gleichungen zweier 
Hyperbeln: 


+ Cy, Cam \2 (0-4 ® y 
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deren gemeinsamer Mittelpunkt bei 


Coo + Emm & — “mm 
cos u sin — 
2 2 


liegt. 
85. Braggsche Totalreflexion im Fall von zwei starken Strahlen 


Aus den Diskussionen des vorangehenden § 4 geht hervor, daß 
der Verlauf der Dispersionsfläche in unserem Fall tensorieller C,,, 
in den wesentlichen Zügen derselbe ist, wie in dem von M. v. Laue 
behandelten Fall skalarer C,,. Insbesondere übersieht man bereits, 
daß auch in unserem Fall ein Bereich Braggscher Totalreflexion 
existieren muß, oder genauer: zwei solche Bereiche für zwei ver- 
schiedene Polarisationsrichtungen. Es müssen also insgesamt vier 
Grenzen des Totalreflexionsbereiches existieren, die wir im folgenden 
bestimmen wollen. Wir schließen uns dabei — insbesondere auch 
in den Bezeichnungen — eng an die Darstellung von M.v. Laue’) an. 

Wir benutzen die Gleichung der Dispersionsfläche in der 
Form (4,1): 
5,1) D = Det. |([C] — 2[¢])| = 0. 


Der einfallende Strahl habe im Außenraum den Wellenvektor 
R° = ka). Ferner sei 3 der Einheitsvektor der nach innen 
weisenden Normale der Kristalloberfläche. Wegen der Stetigkeit 
der Wellenflächen an der Oberfläche kann sich der Wellenvektor %, 


im Innern des Kristalls von = nur um ein Vielfaches von 3 — 


sagen wir: das köfache — unterscheiden: 

(5,2) — kd 

Die Größen &, und ¢, hängen dann mit J zusammen gemäß: 
(5,3,1) & =— 07, 

und 

(5,3,2) —dy,- 

Dabei sind die Abkiirzungen 

(5,4,1) = cos 

und © 

(5,4,2) Yn = > cos(z + 9) 


1) Vgl. M. v. Laue, a a. O., § 5. 
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benutzt, wobei x der Einfallswinkel ist. Die Größe «, in (5,3,2) ist 
durch die Gleichung 

+ = k(1 + 
definiert. Ferner benutzen wir den „Braggschen Einfallswinkel“: 


48 = 2 XB Qk 


(yp ist der Einfallswinkel bei strenger Erfüllung der Braggschen 
Bedingung, sofern die spiegelnde Netzebene zugleich Oberfläche des 
Kristalls ist.) Die zweite (näherungs- 
weise) Gl. (5,4,2) gilt nur für den Fall, 
daß der Vektor b, (und damit auch der 
reflektierte Strahl) in der durch 3% 
und 3 definierten Einfallsebene liegt. 
Auf diesen Fall wollen wir uns im 
folgenden beschränken, wobei wir je- 
doch zulassen, daß die spiegelnde Netz- 
ebene von der Oberfläche um den 
Winkel 9 abweicht. Einen Überblick 
über die verschiedenen hier benutzten 
Vektoren und Winkel gibt Abb. 2. 


Für den Einfallswinkel 7 gilt nähe- Abb.2. Übersicht über die 
rungsweise benutzten Vektoren 


und Winkel 


In den Größen y nach (5,4) kann wegen des kleinen Faktors 0 in 
(5,3) der Winkel y als konstant betrachtet und durch 42 + @ ersetzt 
werden. Die Größe «, dagegen hängt stark von der Einfalls- 
richtung 3”) bzw. dem Winkel y ab; nach M. v. Laue gilt fiir sie 
die Gleichung 


(5,5) mn = (% — — Y)Sin 272. 


Man kann daher «, als Maß für den Einfallswinkel betrachten. 
Setzt man die Ausdrücke (5,3) für &, und &, in die Gl. (5,1) ein, so 
stellt diese eine Gleichung für ö als Funktion von @, dar. Da 
diese Gleichung vom vierten Grade ist, gehören zu jedem Wert 
von «, vier Werte von ö, und zwar sind diese für die meisten «, 
reell. Der Bereich der Braggschen Totalreflexion ist jedoch da- 
durch charakterisiert, daß in ihm zwei bzw. alle vier Werte von 0 
komplex ausfallen. Die vier Grenzen des Bereiches der Total- 
reflexion sind dadurch ausgezeichnet, daß an ihnen je zwei Werte 
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von <0 zusammenfallen. Diese Grenzen bestimmen sich also aus 
der Bedingung: 


(5,6,1) 


da, dod 


Fassen wir die Determinante in (5,1) als Funktion von 0 und «, 
auf, so erhalten wir statt (5,6,1): 


#2. 
dam _ 


Da schließlich 1 / ; = 


schwindet, können wir statt (5,6,2) als Bedingungsgleichung für die 
Grenzen der Totalreflexion die Gleichung 


nicht (oder jedenfalls nicht identisch) ver- 


oD 


benutzen. Betrachten wir D als Funktion von « und &,, so wird 
(5,7,1): 


6.7.2) 8D ds , 8D dem 


wofür man nach (5,3) schreiben kann: 


oD oD 
(5,7,3) Ge, %0 + Ge, 0. 
Diese Gleichung stellt zusammen mit der Bedingung D=0 nach 
(5,1) die Bestimmungsgleichung für die Grenzen der Braggschen 
Totalreflexion dar. 


Die praktische Anwendung von (5,7) sei noch an dem bereits im § 4 
behandelten Beispiel skalarer C,,, erläutert. In diesem Fall hat die Matrix [C] 
die Form (4,11). Die Determinante D zerfällt als Produkt in zwei Unterdeter- 
minanten: 

D=D,-D,, 


deren erste durch (4,12) gegeben ist. Je zwei der vier Werte ö als Funktion 
von «a, ergeben sich aus D, = 0 und D, = 0, und je zwei Grenzwinkel der 


Totalreflexion bestimmen sich nach (5,7,1) aus 


oD, 
(5,8,1) “= 0 zusammen mit D, = 0 
und 

oD. 
(5,8,2) —2. = 0 zusammen mit D,=0. 


00 


| 


aus 


die 
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Eliminiert man ö aus den beiden Gl. (5,8,1) und löst auf «,, auf, so erhält man ') 


%o Im 
(5,9,1) a, = - -_ > + V- 


woraus nach (5,5) für die beiden zu D, gehörigen Grenzwinkel der Total- 


reflexion folgt: 
Vm Im 
+ 
Yo | om! \/ Yo 


2 sin 27, 


Cum — “v0 


(5,9,2) L=Apt@ert 


Die beiden zu D, gehörigen Grenzwinkel erhält man hieraus durch Ersetzen 
von |¢),| durch |¢,,)cos@. Setzt man ¢,,,, = Yo und Cy, = Y_ 
so geht unsere Gl. (5,9,2) in die von M. v. Laue erhaltene und für genügend 
hohe Frequenzen gültige Formel für die Grenzwinkel der Braggschen Total- 
reflexion über. 

Zum Schluß möchte ich Herrn Prof. P. A Thiessen für sein 
Interesse an dieser Arbeit, sowie Herrn Prof. v. Laue für wertvolle 
Anregungen und Diskussionen meinen herzlichsten Dank abstatten. 


1) GI. (5,9,1) gilt übrigens auch unabhängig von der Annahme kompla- 
narer &®, 3 und b,. 


Berlin-Dahlem, Kaiser-Wilhelm-Institut für physikalische 
Chemie und Elektrochemie. 


(Eingegangen 21. Februar 1939) 
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Uber das Grenzkontinuum der Natriumhauptserie*) 
Von Josef Bott 
(Mit 7 Abbildungen) 


Einleitung 


Das kontinuierliche Spektrum an der Grenze der Hauptserie 
kommt bekanntlich durch Übergang eines Elektrons zwischen einem 
diskreten, dem Grundzustand, und einem kontinuierlichen Eigenwert 
des Atoms zustande. Die Lichtabsorption ist also mit der Ioni- 
sierung des Atoms verbunden. 

Es ist zu erwarten, daß die kontinuierliche Absorption mit ab- 
nehmender Wellenlänge stetig bis auf Null absinkt, ähnlich wie es 
bei den Röntgenstrahlen der Fall ist; dies ergibt sich auch aus der 
quantenmechanischen Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeit 
bei Lithium !)**, Natrium?) und Kalium* und wurde experimentell 
bestätigt durch Messung der Absorption in Lithium-?) und Natrium- 
dampf*) und der Photoionisation in Rubidium- und Caesiumdampf')). 
Von anderen Forschern wurde in Caesiumdampf unterhalb der Serien- 
grenze zunächst ein Absinken, dann ein Wiederanstieg sowohl der 
Absorption ©); ?) als auch der Photoionisation 12); 13); 20%); 21) ge- 
funden. Im Grenzkontinuum des Kalium zeigten Absorption’) bei 
kleiner Dampfdichte und Photoionisation ®); °); 1°) stets zwei Maxima, 
das eine an der Seriengrenze (2856 Ä), das zweite bei 2340 Ä. 

Die theoretischen Berechnungen und experimentellen Ergebnisse 
über die Grenzkontinua der Alkalien stimmen also vielfach nicht 
überein. Quantitatives ist nur in sehr spärlichem Maße bekannt. 
Um die Kenntnisse auf diesem Gebiet zu erweitern, werden in vor- 
liegender Arbeit Messungen über die Absorption und Photoionisation 
in Natriumdampf mitgeteilt. 


I. Teil. Absorptionsmessung 
1. Experimentelles 
Die Anordnung zur photographischen Messung der Absorption 
ist die allgemein übliche (Abb. 1): Kontinuierliches Licht der Licht- 
quelle ZL, das in bekanntem Verhältnis geschwächt werden kann, 


*) D91 (gekürzt). 
**) Vgl. Schrifttumverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
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durchsetzt in parallelem Strahlengang das Absorptionsgefäß A und 
wird dann auf den Spalt des Spektrographen vereinigt. 

Als Lichtquelle diente das Wasserstoffkontinuum, das in einem 
Glimmentladungsrohr mit aufgekitteten Quarzfenstern erzeugt wurde. 


8 Pp 


| E 
J A | Z 
“2 
Abb. 1. Versuchsanordnung 


(Betriebsdaten: einige '/, mm Druck; 0,1 Amp. Wechselstrom; 
2000 Volt) Um die Entladung rein und konstant zu erhalten, 
wurde mit durchströmendem Gas gearbeitet: der Wasserstoff diffun- 
diert durch ein glühendes Palladiumröhrchen in das Entladungsrohr 
ein, durchströmt dieses und wird durch eine Ölpumpe dauernd ab- 
gepumpt. Die Konstanz der Lichtquelle wurde mit einer Kadmium- 
photozelle P aus Quarzglas dauernd kontrolliert. Der Photostrom 
wurde bei Sättigungsspannung mit einem empfindlichen Galvano- 
meter gemessen und durch Regulierung der Primärspannung des 
Transformators, an dessen Hochspannungsseite das Entladungsrohr 
angeschlossen ist, konstant gehalten. Damit ist dann auch die 
Gesamtmission im Wellenlängenbereich zwischen der Grenze der 
photoelektrischen Empfindlichkeit des Kadmiums und der Grenze 
der Durchlässigkeit des Quarzglases konstant, vorausgesetzt, daß 
sich die Intensitätsverteilung in diesem Spektralbereich nicht ändert. 
Wie spektralphotographische Kontrollen zeigten, war diese Bedingung 
erfüllt, wenn das Entladungsrohr durch längeren Betrieb gereinigt 
und in konstantem Betriebszustand war. 

Als Absorptionsgefäß diente ein Eisenrohr von 6 m Länge und 
4 cm lichter Weite mit einer durch Asbest isolierten Heizwicklung. 
Die Enden, mit Wasser gekühlt, waren durch aufgekittete Kristall- 
quarzplatten verschlossen. Die Temperatur des Rohres, aus der 
man den Dampfdruck des eingefüllten Natriums ermittelt, wurde mit 
11 Kupfer—Konstantan—Thermoelementen gemessen. Die Spannungen 
der Thermoelemente wurden durch Kompensation gemessen*). Abb.2 


*) Die Thermoelemente wurden in einem Kupferblockthermostaten durch 
Vergleich mit Quecksilbernormalthermometern geeicht, die von Herrn Prof. 


Dr. W. Meißner in liebenswürdiger Weise zur Verfügung gestellt wurden. 
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zeigt in Kurve t den Temperaturverlauf längs des Absorptionsrohres 
in der Nähe der gekühlten Enden in Kurve p, den Dampfdruck *) 
unter der Annahme, daß in jedem (Querschnitt thermodynamisches 
Gleichgewicht zwischen der Dampfdichte und der Temperatur der 

BEER Rohrwand herrscht. (Als Korrektur 
amie ist diese Näherung ausreichend.) 

“i Daraus ist zu ersehen, daß die 
| / wirksame Liinge der Absorptions- 

| / schicht durch den Abfall des 
i Dampfdruckes an jedem Ende um 
: ungefähr 30 cm verringert wird. 
| Die wirksame Länge der Dampf- 

: schicht war dann / = 510 cm. 

Um eine rasche Diffusion des 
von Natriums an die gekühlten Enden 
kühlten Enden des vert ten, war das Absorptions- 

rohr mit H, oder N, von einigen 
Millimeter Druck gefüllt. Hoher Druck eines Fremdglases ist un- 
erwünscht wegen der dadurch bedingten Störung der Natriumatome. 
Das verwendete Natrium**) wurde unter Benzol gereinigt. Nach dem 
Einbringen in das Absorptionsrohr wurde dieses sogleich verschlossen, 
ausgepumpt und nach mäßigem Anheizen mehrmals mit Füllgas aus- 
gespült. Von einer sorgfältigeren Reinigung des Natriums wurde 
abgesehen, da Ditchburn) den Einfluß von Verunreinigungen (Öl, 
Nitrid, Quecksilber) auf die Absorption in Kaliumdampf als nicht 
störend gefunden hatte. 

Als Spektrograph diente ein Steinheilquarzspektrograph mit einer 
Dispersion von 8 Ä/mm an der Grenze der Hauptserie des Natriums 
(4 = 2412,6 A). Die Spaltbreite war bei allen Aufnahmen die gleiche, 
0,01 mm. Zu den ausgewerteten Äufnahmen wurden Eisenberger 
Reformplatten verwendet, die bis 2250 A (bei 10 Min. Belichtungs- 
zeit) genügende Schwärzung gaben. 


2. MeBmethode 
Auf jede Platte wurden als Schwärzungsmarken bei kaltem 
Absorptionsrohr 5—7 Spektren der Lichtquelle, deren Licht in 
bekanntem Maße geschwächt wurde. aufgenommen. Zur Licht- 
schwächung dienten verschiedene feinmaschige Drahtnetze N (Abb.1), 
die in den parallelen Strahlengang eingeschaltet und in ständiger 


*) Die Werte für den Dampfdruck wurden einer Arbeit von E. Thiele") 
entnommen. 
*, Von Merck. 
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pendelnder Bewegung waren. Die Lichtdurchlässigkeit der Netze 
wurde unter analogen äußeren Bedingungen mit einer Glühlampe 
und einer Thermosäule gemessen. Auf dieselbe Platte wurden dann 
ebenfalls 5—7 Absorptionsspektren bei verschiedenen Temperaturen 


Abb. 3. Schwärzungsmarken und Absorptionsspektren 


des Absorptionsrohres aufgenommen, derart, daß je ein Vergleichs- 
und ein Absorptionsspektrum nahe gleicher Schwärzung auf der 
Platte nebeneinander zu liegen kamen (Abb. 3). Es zeigte sich, daß 
dann Unregelmäßigkeiten in der photographischen Schicht nicht mehr 


Abb. 4. Photometrische Registrierkurven von Schwärzungsmarken 
und Absorptionsspektren 


merklich störten. Zur Wellenlängemessung diente das Bogenspektrum 
des Eisens oder des Kupfers. ne 

Zur Ermittlung des Absorptionskoeffizienten wurden die Spektren 
mit dem registrierenden Photometer”*) des Instituts photometriert. 
Abb. 4 zeigt einige Registrierkurven. Die für eine beliebige Wellen- 
länge vom Natriumdampf hindurchgelassene Intensität J erhält man 
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durch graphische Interpolation. Ist J, die auffallende Intensität, 
so ist: 

(I) J = J, 

wobei k der atomare Absorptionskoeffizient, 1 die Länge der ab- 
sorbierenden Schicht in Zentimeter, N, die Zahl der Atome in 1 cm? 
bei 0°C und dem Druck p = 1, p, der auf 0° reduzierte Dampfdruck 
des Natriums ist. Aus den bei verschiedenen Drucken p, gemessenen 
Werten des Produktes N,p,! wurde dann nach der Methode der 
kleinsten Fehlerquadrate ein gemittelter Wert von k berechnet. 

An Meßfehlern sind zu beachten: 

1. Der größte Fehler wird durch falsche Temperaturmessung 
bedingt. Bei den Versuchstemperaturen von 370—450° C ergab 
sich eine Unsicherheit von 3—4°, was einem Fehler von 7,5—10°/, 
im Dampfdruck des Natriums und somit auch im Absorptions- 
koeffizienten entspricht. Der Dampfdruck des Natriums ist nach 
Thiele auf 1,5—2°/, genau bekannt. Durch ungenügende Kenntnis 
der Dissoziationsenergie des Na,-Moleküls wird aber der berechnete 
Partialdruck der Atome um 4—5°/,, der Partialdruck der Moleküle 
um den Faktor 2—3 unsicher 5}; 1%), 

2. Die Länge der absorbierenden Schicht ist an beiden Rohr- 
enden um etwa 10 cm unsicher entprechend einem Fehler von 4°/,. 

3. Temperaturschwankungen des Absorptionsrohres von + 0,5° 
während der Dauer einer Aufnahme können einen Fehler von 1°/, 
bedingen. 

4. Durch die photographische Intensitätsmessung kann im Mittel 
ein Fehler von 5°/, in den Intensitäten bedingt sein. Das entspricht 
einem Fehler von +0,05 des Exponenten in Gl. (I), unabhängig von 
dessen Größe. Der relative Fehler des Exponenten und somit des 
Absorptionskoeffizienten ist also abhängig von dessen absoluter 
Größe. Im vorliegenden Fall berechnet sich aus einer MeBreihe bei 
sechs verschiedenen Dampfdrucken für den maximalen Absorptions- 
koeffizienten, d. i. an der Seriengrenze, ein Fehler von 3°/,, für 
kleinere Werte des Absorptionskoeffizienten entsprechend mehr. 

5. Schwankungen in der Intensität der Lichtquelle konnten 
einen Fehler von etwa 2°/, bedingen. 

Die Fehler nach 1. und 2. sind systematisch und können durch 
Mittelbildung nicht vermindert werden. Die gemessenen Absorptions- 
koeffizienten k können daher ihrem absoluten Betrag nach um etwa 
20°/, falsch sein. Beim Vergleich der einzelnen Meßreihen unter- 
einander entfallen die systematischen Fehler, und es bleibt eine Un- 
sicherheit von 5—7°/,. In der Abhängigkeit des Absorptionskoeffi- 
zienten von der Wellenlänge macht sich nur der Fehler 4 bemerkbar. 
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3. Ergebnisse 


a) Die gemessenen atomaren Absorptionskoeffizienten sind in 
Abb. 5 in Abhängigkeit von »/R bzw. 4 aufgetragen. Die Ordinaten 
sind auf dieselbe mittlere Absorption an der Seriengrenze reduziert. 


\ \y 


~ 


4 
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Abb. 5. Atomarer Absorptionskoeffizient im Grenzkontinuum des Natriums, 
gestrichelte Kurve: theoretisch nach Trumpy. 
Fremdgas: H, » 5,5; & 16; . 17; ‘2 50 mm Hg 
N, x 1; + 10 mm Hg 


Die Lage der Linien der Hauptserie ist angegeben. Soweit diese 
Linien vom Spektrographen getrennt werden, ist die ihnen ent- 
sprechende Absorption nicht eingezeichnet. Auch die im lang- 
welligen Teil des Spektrums gut ausgepriigte Bandenstruktur blieb 
unberücksichtigt. Angegeben sind dort mittlere Werte des Ab- 
sorptionskoeffizienten. 

Der Verlauf der Absorption ist folgender: Vom Sichtbaren her 
nimmt der Absorptionskoeffizient nach dem Ultraviolett hin langsam 
ab, durchläuft ein Minimum bei 2450 Ä und steigt dann sehr rasch 
zu einem Maximum bei 2412,6 Ä, der Grenze der Hauptserie an. 
In dem sich anschließenden Grenzkontinuum sinkt dann die Ab- 
sorption mit abnehmender Wellenlänge stetig ab bis 2100 Ä*) Von 
einem Konstantwerden oder Wiederanstieg des Absorptionskoeffi- 
zienten, wie es bei Caesium und Kalium beobachtet wurde, ist nichts 
zu merken. 


*) Zwischen 2250 und 2100 A folgt dies aus Aufnahmen mit geölten 
Platten, mit denen aber keine quantitativen Absorptionsmessungen erzielt 
werden konnten. 
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b) Im Grenzkontinuum ist die Absorption der Dampfdichte der 
Atome proportional. Der atomare Absorptionskoeffizient ist an der 
Seriengrenze im Mittel aus allen Messungen bei kleineren Fremd- 
gasdrucken: 

k = 2,5 + 0,4- 10719 cm?. 
Ein Einfluß des Fremdgases im Absorptionsrohr auf die Größe der 
Absorption ist im Bereich der verwendeten Drucke nicht mit Sicher- 
heit festzustellen. Die Abweichungen vom Mittel übersteigen nicht 
die Fehlergrenzen. 

Der Verlauf der Absorption hat ungefähr die Form ki", 
wobei bei den größeren Drucken der Fremdgase n = 6, bei den 
kleineren Drucken n ~ 7—8 ist. Für den reinen Natriumdampf 
wird die Grenzabsorption in der Nähe der Seriengrenze am besten 
durch die Beziehung k ~ 2° dargestellt; mit wachsendem Abstand 
von der Seriengrenze sinkt der Wert des Exponenten etwas, wie 
aus Abb. 5 ersichtlich. Eine Verschiebung der Seriengrenze und 
eine Abnahme der Absorption mit wachsendem Druck des Fremd- 
gases, wie sie von Ditchburn und Mitarbeitern?) am Grenz- 
kontinuum des Caesiums beobachtet wurden, konnten beim Natrium 
unter den gegebenen Versuchsbedingungen nicht nachgewiesen werden. 

Trumpy’) hat die Absorption im Grenzkontinuum des Natriums 
berechnet, seine Werte sind in Abb. 5 eingetragen (Kurve T). Diese 
berechnete Kurve verläuft steiler als die gemessene, die Absolut- 
werte der Absorption stimmen jedoch gut überein. Aus dem atomaren 
Absorptionskoeffizienten läßt sich nun die Zahl der Dispersions- 
elektronen pro Atom berechnen. Für das gesamte Grenzkontinuum 
erhält man: 


ne? 


= [kaE. 
0 


Dabei sind e und m Ladung und Masse des Elektrons, R die Rhyd-- 


v— Vor, 


bergfrequenz, »;,. die Frequenz der Seriengrenze und E= En 


Setzt man nach obigem Meßergebnis: 
\n 
k = ku. ( 


wobei n im Mittel zwischen 7 und 8 liegt, so wird 


front, = 0,0018 + 0,0005. 
Trumpy findet theoretisch 
Front. = 0,0021. 
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Die Übereinstimmung ist so gut, als man es nur erwarten kann 
wenn man bedenkt, daß die Berechnung nur näherungsweise möglich 
ist und die Extrapolation der Messungen nach kurzen Wellen große 
Unsicherheit bedingt. Sugiura!”) findet theoretisch: front. = 0,04. 
Nach den vorliegenden Messungen ist diesem Wert keine Bedeutung 
mehr beizumessen. 

c) Die Absorption zwischen den Linien der Hauptserie zieht 
sich nach Trumpy‘) mit abnehmender Natriumdampfdichte nach 
größeren Wellenlängen zurück und soll dann in der Nähe der 
Seriengrenze nicht mehr nachzuweisen sein. Auf Grund dieser 
Angaben wurden in vorliegender Arbeit ein möglichst langes Ab- 
sorptionsrohr benutzt (6 m gegen 0,7 m bei Trumpy), um die 
Absorption bei möglichst geringer Dampfdichte messen zu können. 
Es war daher zu hoffen, daß sich zwischen den Linien keine Absorption 
mehr zeigt. Der Versuch ergab dagegen folgendes: 

1. Die Bandenstruktur ist auch bei den kleinsten verwendeten 
Dampfdichten vom Sichtbaren bis 2500 Ä zu erkennen. Auf Form 
und Lage der Banden zwischen 2550 und 2800 Ä hat das Fremdgas 
im Absorptionsrohr keinen Einfluß. Die Bandenkanten zwischen 
3073 und 2758 Ä stimmen mit den für das Na,-Molekül gemessenen 
überein 1®19, Die Bandenabsorption ist also bedingt durch das 
Na,-Molekül. 

2. Zwischen 2420 und 2500 A ist die Absorption ungefähr 
konstant und erscheint, bei dem gegebenen Auflösungsvermögen des 
Spektrographen, völlig kontinuierlich (Abb. 4). Sie ist dem Partial- 
druck der Atome wie dem der Moleküle in gleich guter Näherung 
proportional. Dies verhindert vorläufig die Deutung der Absorption 
zwischen den höheren Gliedern der Hauptserie. 


II. Teil. Ionisierungsmessung 
1. Mögliche Meßmethoden 


Zum Nachweis der Ionisierung von Alkalimetalldampf durch 
ultraviolettes Licht genügt es nicht, die entstehenden Elektronen 
zu messen, da die Möglichkeiten zu deren Bildung so zahlreich und 
wirkungsvoll sind, daß sie nicht beweisend sein können. Es muß 
vielmehr das Auftreten positiver Ionen bewiesen werden. Dieser 
Nachweis kann auf zwei Arten geschehen, und zwar einerseits durch 
direkte Messung des Ionenstroms, andererseits durch Messung der 
Einwirkung der positiven Ionen auf eine negative Raumladung. 

Direkte Messungen des Photoionenstromes wurden ausgeführt 
an Caesiumdampf von Cooke®®), Little?!) und Kunz’), an einem 
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Kaliumdampfstrahl von Williamson®!%, Die Fehlerquellen, die 
die Messung des Ionenstromes fälschen können, sind besonders bei 
Cooke dargelegt. 

Wie Hertz?) und Kingdon’) gezeigt haben, lassen sich 
positive Ionen durch ihre Einwirkung auf eine negative Raumladung 
nachweisen. Die positiven Ionen kompensieren teilweise die negative 
Raumladung, der raumladungsbegrenzte Strom steigt (Raumladungs- 
effekt. Die Zunahme des raumladungsbegrenzten Stromes, unter 
günstigen Umständen das 10°—10°fache des Ionenstromes, wird 
direkt angezeigt oder nach Kompensation des Raumladungsstromes 
mit einem Galvanometer gemessen !% 1%. Die Kompensation wird vor- 
teilhafter durch einen gleich großen Raumladungsstrom bewirkt * 1’), 
Diese Methode wurde bei den vorliegenden Messungen angewandt. 
Gegenüber der direkten Messung des Ionenstromes hat sie ver- 
schiedene Vorteile, vor allem können Photoelektronen nicht stören. 


Es ist jedoch zu beachten, daß an der Glühkathode keine Ionisierung . 


des Alkalimetalldampfes stattfinden darf. Damit diese Bedingung 
erfüllt ist, muß die Elektronenaustrittsarbeit an der Glühkathode 
kleiner sein als die Ionisierungsarbeit des Alkaliatoms, wie es bei 
Natrium und einer Wolframkathode der Fall ist; doch 'bilden sich 
nach Ives®!) am glühenden Wolfram Na,-Ionen. Bei Caesium ?% ®), 
Rubidium *) und Kalium ®% 3!) erfüllt ein bei Rotglut mit einer 
einatomaren Schicht dieser Metalle bedeckter Wolframdraht (im 
Metalldampf von 10~*—10~* mm Druck) diese Bedingung und emittiert 
auch genügend Elektronen zur Ausbildung der nötigen Raumladung. 
Diese thermische Emission von natriumbedecktem Wolfram wurde 
ebenfalls festgestellt?!), aber nicht näher untersucht. 

In jedem Fall ist bei der Ionisierungsmessung ein sehr gutes 
Vakuum nötig; schon geringe Mengen von Fremdgas vernichten den 
Photoeffekt in Alkalidampf !2). 


2, Elektronenemission am natriumbedeckten Wolfram 


Zur Messung der Elektronenemission am natriumbedeckten 
Wolfram (WNa) diente ein Elektrodensystem, wie es später zur 
Ionisierungsmessung benutzt wurde: Wolframdraht von 0,1 mm 
Durchmesser und 10 mm Länge in Anodenzylinder aus Nickel von 
15 mm Durchmesser und 25 mm Linge. Die maximale Temperatur 
der Kathode wurde aus der Heizleistung abgeschitzt**) und in 
einem Parallelversuch in einem Gefäß ohne Natrium pyrometrisch 
kontrolliert; eine direkte optische Temperaturmessung ist nicht 
möglich wegen der Verfärbung des Gefäßes (Duranglas) unter der 
Einwirkung des Natriumdampfes. 
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Die Elektronenemission der WNa-Oberfliche wurde bei ver- 
schiedenen Drucken des Natriumdampfes in Abhängigkeit vom 
Heizstrom der Kathode gemessen. Das Gefäß lag dabei dauernd 
an der Pumpe, nachdem mit abgeschmolzenen Versuchsröhren keine 


30:0" Amp 


29 
| — 27 
I 3 
0 
I T 
P 
H — 059 28 
i 
I 
226 
— G2 29 
— 02 28 
06 / “Amp 
500 1000 1400 % 200 
l l l 1 l 


Abb. 6. Elektronenemission von natriumbedecktem Wolfram. 
Parameter: Dampfdichte des Natriums 


reproduzierbaren Emissionen erhalten werden konnten (wegen der 
schnellen Verschlechterung des Vakuums, wodurch die Alkalischicht 
auf der Wolframkathode zerstért wird). Die Anordnung der Pump- 
leitung bedingte, daß im Meßsystem trotzdem gleichmäßiger Dampf- 
druck herrschte. Die Ergebnisse sind in Abb. 6 dargestellt. Die 
Temperaturskala dient nur zur Orientierung und soll im Mittel bei 
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einer Ofentemperatur von 250°C gelten. Auf der rechten Seite 
sind die Temperatur des Ofens und die zugehörige Dampfdichte 
des Natriums'*) zu jeder Kurve jeweils in Höhe des Maximums 
angegeben. Mit der Temperatur des Ofens ändert sich aber, bei 
gleicher Heizleistung, auch die Temperatur der Glühkathode. Die 
Elektronenemission am natriumbedeckten Wolfram beginnt bei etwa 
800° K. Mit steigender Temperatur des Wolframdrahtes verdampft 
die Natriumschicht, die Emission durchläuft bei 1200°K ein Maximum 
und sinkt dann auf den Betrag, der dem reinen Wolfram entspricht, 
der bei etwa 1800° K erreicht ist. Qualitativ ist der Verlauf der 
Emission derselbe wie bei den schwereren Alkalien, nur ist die 
Emission bei gleichem Dampfdruck geringer und nach höheren 
Temperaturen des Wolframdrahtes verschoben. Aus Temperatur, 
Emission und Kontaktspannung zwischen W- und WNa-OÖbertläche 
optimaler Bedeckung*)**) lassen sich Emissionskonstante A und 
Austrittsarbeit y der WNa-Öberfläche berechnen. Es ergab sich: 
x = 2,8 + 0,3 Volt und A in der Größenordnung 10° Amp./cm? grad’. 

Die maximale Emission an der WNa-Oberfläche steigt bis zu 
einer Ofentemperatur von 240° C linear mit der Dampfdichte des 
Natriums, durchläuft ein flaches Maximum und sinkt bei 300° C 
wieder ab. Ein ähnliches Verhalten wurde bei den anderen Alkalien **) 
nicht beobachtet und kann nur so gedeutet werden, daß bei Tempe- 
raturen über 240°C trotz des dauernden Pumpens das Vakuum 
durch Gasabgabe von Elektroden und Gefäßwänden so verschlechtert 
wird, daß die Natriumschicht auf der Wolframoberfläche zerstört wird ***) 


3. Photoionisation 


Zur Messung der Photoionisation wurde die Raumladungs- 
methode in der Differentialschaltung von Lawrence und Edlefsen !)) 
benutzt mit einer von Varney*®) angegebenen Änderung, nach welcher 
die beiden Glühkathoden parallel geschaltet sind (Abb. 7). Bei dieser 
Schaltung bleibt die einmal eingestellte Kompensation trotz Schwan- 
kungen des Heizstromes und der Anodenspannung erhalten. Be- 
leuchtet wurde der Natriumdampf in der einen Hälfte des Meb- 
systems mit dem Licht einer hoch belastbaren Wasserstofflampe 


*) Optimale Bedeckung bedeutet kleinste Austrittsarbeit, die bei einer 
Temperatur erreicht ist, die rund 50° unterhalb der "Temperatur maximaler 
Emission liegt. 

**) Versuchstemperaturen: maximal 130° C. 

***) Das vorangehende Ausheizen des Gefäßes bei höherer Temperatur 
bleibt wegen der Zersetzung des Glases durch den Natriumdampf recht 
wirkungslos. 
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(3,5 kW) nach Durchgang durch einen Quarzdoppelmonochro- 
mator*). Eine Blende B verhinderte, daß Licht in die zweite Raum- 
ladung gelangt. Das ganze Elektrodensystem war in ein Rohr aus 
Duranglas eingeschmolzen, das zum Lichteintritt mit einer auf- 
gekitteten ultraviolettdurchlässigen Platte verschlossen wurde. Nach 
dem Ausheizen des Rohres wurde 

im Hochvakuum vordestilliertes Na- 3 Di 
trium eindestilliert. Z \ 

Die Lichtintensität wurde mit | 
einem Vakuumthermoelement ge- 
messen, das aus Hutchinsschen 
Legierungen (95g Bi mit 5g Sn und 
97 g Bi mit 3 Sb), die geschmolzen 
zwischen ebenen Quarzglasplatten zu 
Folien von weniger als 0,01 mm Dicke 
ausgepreßt, hergestellt war. Zur Ver- 
größerung der Galvanometerausschläge Abb. 7 
diente ein Relais mit einem Photo- 
element nach dem von Bergmann’) 
angegebenen Prinzip: Ein beleuchteter Spalt wird über den Galvano- 
meterspiegel auf den Rand eines zweiten Spaltes abgebildet, hinter 
dem im Abstand a das Photoelement steht. Damit die beleuchtete 
Fläche auf dem Photoelement unabhängig vom Galvanometerausschlag 
ist, war der Abstand a (75 mm) groß gegen die Spaltbreite (0,1 mm). 
Temperaturänderungen am Thermoelement bedingten Änderungen 
des Photostromes. Um von diesen unabhängig zu sein, wurde in 
den Stromkreis zwischen Photoelement und zweitem Galvanometer 
ein Kondensator von 2—12 uF eingeschaltet. Die ballistischen 
Ausschläge des zweiten Galvanometers waren dann beim Ein- und 
Ausschalten der Beleuchtung des Thermoelements innerhalb der 
Fehlergrenzen die gleichen und der Beleuchtungsintensität streng 
proportional, wie die Prüfung mittels rotierendem Sektor ergab. 

Als ultraviolettdurchlässiges Fenster diente, nach vergeblichen 
Versuchen mit Quarzglas und Steinsalz**), eine Lithiumfluoridplatte, 
die mit Silberchlorid aufgekittet wurde. Der Verlauf der Elektronen- 
emission fügte sich dann gut der oben beschriebenen Meßreihe ein. 
Zur Messung des Differenzstromes der beiden Hälften des Meb- 


*) Der Quarz-Doppelmonochromator wurde von C. Leiß-Berlin hergestellt. 

**) Steinsalz zersetzt in der Hitze AgCl und kann daher mit diesem nicht 
gekittet werden. Mit einem Gemisch von NaCl und LiCl minimaler Schmelz- 
temperatur kann es auf natriumfestes Glas der Osram K. G., nicht auf Duran- 
glas, hochvakuumdicht aufgekittet werden. 
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systems (Abb. 7) diente ein Ruhstratgalvanometer mit 6500 2 Wider- 
stand und einer Empfindlichkeit von 1,1-10—'! Amp./mm. Schwan- 
kungen der Leitfähigkeit des Glases bzw. des Metallfilms auf ihm 
und der Elektronenemission bedingten ein Schwanken der Galvano- 
metereinstellung um einige Millimeter. Eine Photoionisation, die 
eine Änderung des Raumladungsstromes um mehr als 5.101! Amp. 
bedingte, konnte aber weder bei Einstrahlung von monochromatischem 
Lichte (4 = 2400 A), noch bei direkter Einstrahlung des Lichtes 
eines Eisenbogens (Stromstärke 4 Amp.) nachgewiesen werden. 

Für den Mißerfolg müssen zwei Gründe verantwortlich gemacht 
werden: der erste liegt im Prinzip des Raumladungseffektes, dessen 
Deutung dadurch angeregt wurde, der zweite in den Eigenschaften 
der benutzten Werkstoffe. Nach der von Kingdon**) gegebenen 
Deutung des Raumladungseffektes ist die Änderung des Raumladungs- 
stromes unabhängig von der Größe der Emission. Das ist nach einer 
während des Abschlusses der vorliegenden Untersuchung erschienenen 
Arbeit von Kienzle*‘) nicht der Fall. Wie sich auch theoretisch 
ableiten läßt*) wächst der Raumladungseffekt mit der Emission. Es 
folgt daraus: Bei der am natriumbedeckten Wolfram erreichten 
Emission von 0,003 mA ist eine nennenswerte Verstärkung des 
Raumladungsstromes durch positive Ionen nicht möglich. Der Strom 
würde sich im wesentlichen nur um den geringen Betrag des durch 
Belichtung erzeugten Ionenstromes ändern, welcher durch galvano- 
metrische Messung nicht nachgewiesen werden kann. Erhöhung des 
Dampfdruckes des Natriums führt ebenfalls nicht zum Ziele. Die 
Elektronenemission an der WNa-Öberfläche wird dadurch, wie ge- 
zeigt wurde, nicht weiter erhöht. Die Temperaturerhöhung aber 
bedingt erhöhte Gasabgabe des Glases, also Verschlechterung des 
Vakuums, wodurch der Photoeffekt zerstört wird!2) (vgl. o.). Ebenso 
hatte der Versuch, den Photoeffekt bei stärkerer Emission am reinen 
Wolfram zu messen, keinen Erfolg. 


Zusammenfassung 


An die Grenze der Hauptserie schließt sich kontinuierliche Ab- 
sorption an, die mit Ionisierung des Atoms verbunden ist. 

Diese kontinuierliche Grenzabsorption wurde an Natriumdampf 
photographisch gemessen und in Übereinstimmung mit theoretischen 
Werten gefunden. Der atomare Absorptionskoeffizient ergab sich 
an der Seriengrenze zu: k = 2,5-.1019; seine Wellenlängenabhängig- 


*) Vgl. eine demnächst erscheinende Arbeit des Verf. 


k 
6 


T 
H 
l: 
N 
I 
I 
d 
_ 
s 
A 
N 


ider- 
wan- 
ihm 
ano- 

die 
\mp. 
hem 
htes 


acht 
ssen 
ften 
nen 
ngs- 
iner 
nen 
isch 
Es 
iten 
des 
rom 
ırch 
des 
Die 
ge- 
‚ber 
des 
nso 
nen 


Ab- 


npf 
en 
ich 
ig- 


J. Bott. Über das Grenzkontinuum der Natriumhauptserie 327 


keit zu: k = 4°; die Zahl der Dispensionselektronen für das gesamte 
Grenzkontinuum zu: font. = 0,0018. 

Die Photoionisation sollte mit der Raumladungsmethode ge- 
messen werden. Hierzu wurde die Elektronenemission am natrium- 
bedeckten Wolfram untersucht und fiir die WNa-Oberfläche opti- 
maler Bedeckung die Austrittsarbeit zu: 7 = 2,8 eV gefunden. Der 
Photoeffekt konnte nicht nachgewiesen werden wegen des Versagens 
der Raumladungsmethode bei kleiner Emission. 


Die Arbeit wurde ausgeführt im Physikalischen Institut der 
Technischen Hochschule Miinchen. Dem Vorstand des Instituts, 
Herrn Geheimrat Prof. Dr. J. Zenneck, danke ich für die Über- 
lassung der Institutsmittel, vor allem aber für die Beschaffung des 
Monochromators und sein förderndes Interesse an der Arbeit. Herrn 
Dr. H. Straub bin ich für die Anregung zur Arbeit und seine stete 
Beratung zu großem Dank verpflichtet. 

Der Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft danke ich für 
die Überlassung des Quarzspektrographen. 
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Uber die Wirkung positiver Ionen 
auf einen raumladungsbegrenzten Elektronenstrom 


Von Josef Bott 
(Mit 2 Abbildungen) 


Hertz'!)*, und Kingdon?) fanden, daß ein raumladungs- 
begrenzter Elektronenstrom steigt, wenn in den Raum um die Glüh- 
kathode positive Ionen gelangen. Unter günstigen Bedingungen ist 
die Änderung des Elektronenstromes ein Vielfaches (10°—105) des 
Ionenstroms. Nach Kingdon soll dieser Raumladungseffekt (RE.) 
so zu verstehen sein: Die Ionen nähern sich dem Glühdraht in 
Spiralenbahnen und benötigen dazu sehr viel mehr Zeit als die 
Elektronen von der Kathode zur Anode. Dementsprechend kann 
ein Ion nacheinander sehr viele Elektronen in ihrer Raumladungs- 
wirkung kompensieren. Ist diese Erklärung ausreichend, so muß 
die Größe des Raumladungseffektes unabhängig sein von der Größe 
der Elektronenemission. 

Kienzle*) untersuchte experimentell die Wirkung positiver 
Ionen auf einen raumladungsbegrenzten Elektronenstrom, indem er 
einen Strahl positiver Ionen (Kaliumionen von einigen 100 Volt 
Geschwindigkeit) in den Raum um eine Glühkathode schoß 
(zylindrische Elektrodenanordnung). Er fand, daß der RE. von 
Anodenstrom und Gesamtemission abhängig ist und sagt, daß das 
Potentialminimum, das sich um die Kathode ausbildet, für das 
Zustandekommen des RE. wesentlich sei. Die Raumladungswirkung 
der Ionen aber soll zur Deutung nicht ausreichen, weil sich auch 
dann ein Effekt zeigt,. wenn die Ionen nicht in dieses Potential- 
minimum gelangen. Im folgenden soll nun gezeigt werden, dab das 
Potentialminimum für das Zustandekommen des RE. notwendig ist, 
und daß die Raumladungswirkung der positiven Ionen ausreicht 
zur Deutung der Ergebnisse der Arbeit Kienzles. 

a) Um die emittierende Kathode bildet sich, bei passender 
Anodenspannung, ein Potentialminimum der Größe p, aus, das nur 
Elektronen größerer thermischer Energie überwinden können. Der 
Anodenstrom ist dann, wenn J, der Sättigungsstrom ist: 


em 


(I) J= 


*) Vgl. Schrifttumverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
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Bringt man irgendwo in den Raum zwischen Anode und Kathode 
positive Ionen, so wird im ganzen Raum das Potential erhöht 
um u(x,z,y). Daraus folgt aber, wie sich auch experimentell zeigte 
und für einen Spezialfall auch berechnet wurde, daß ein RE. von 
derselben Größenordnung auch dann zu erwarten ist, wenn die 
positiven Ionen nicht in die Nähe des Potentialminimums gelangen. 
An der Stelle des Potentialminimums soll das Potential um u, 
erhöht werden; dann ist der Anodenstrom: 


um) 


(II) J=Je 
Wird die Potentialänderung u durch einen lonenstrom 7 verursacht, 
so ist der RE. wenn u, 


I-I_ e Um 


(IL) N= 


Es soll im weiteren gezeigt werden, daß durch diese Gl. (III) der RE. 
in richtiger Größenordnung wiedergegeben wird. Zunächst ist damit 
das wichtigste Ergebnis der Arbeit von Kienzle angedeutet: der RE. 
wächst unter sonst gleichen Bedingungen mit der Emission. 


b) Zur zahlenmäßigen Berechnung nehmen wir das ebene Problem. 


an: Einer ebenen Glühkathode von 1 x 1 cm? steht im Abstand / cm 
eine Anode gegenüber. Der Abstand des Potentialminimums von 
der Kathode kann dann nach Schottky‘) als Funktion von Emission J, 
und Anodenstrom J berechnet werden. In den Raum zwischen 
Anode und Kathode werde ein über den ganzen Raum gleichmäßig 
verteilter Strom i positiver Ionen der Lineargeschwindigkeit v ge- 
schossen. Die dadurch bedingte Potentialänderung u ergibt sich 
dann aus der Poissonschen Gleichung mit den Randbedingungen: 
u=ofürz=o und zu: 

2ni 


(IV) 2). 


Die zahlenmäßige Rechnung wurde mit 1 = 0,5 für Kaliumionen 
von 500 Volt Geschwindigkeit durchgeführt. 
c) Die berechnete Größe N des RE. in Abhängigkeit von der 


Emission J, zeigt Abb. 1 für den Fall, daß der Anodenstrom J = 2 


ist fiir zwei verschiedene Kathoden: Kine Wolframkathode und eine 
Kathode halber Glühtemperatur (thoriertes Wolfram, Oxydkathode). 
Die der jeweiligen Emission entsprechenden Temperaturen der 
Wolframkathode sind den Tabellen von Jones und Langmuir?) 
entnommen. Die aus den Angaben von Kienzle abgeleiteten Werte 
des RE. an Kathoden aus reinem (x) und thoriertem (+) Wolfram 
sind ebenfalls in Abb. 1 eingetragen. Daraus ergibt sich: 


\ 
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1. Die Raumladungswirkung des Ionenstroms allein genügt, um 
den RE. zu erklären. Die spiralförmigen Bahnen der Ionen um die 
Kathode, die Kingdon zur Erklärung des RE. annimmt, können im 
ebenen Problem ohnedies nicht zustande kommen, ebenso, wie 
Kienzle sagt, bei dessen Versuchen mit zylindrischer Elektroden- 
anordnung nicht, weil die 
die Ionen beschleunigende 
Spannung groß ist gegen die 
Anodenspannung. Natürlich 
würde durch solche Spiral- 
bahnen der Ionen die posi- 
tive Raumladung um die 
Kathode und damit der RE. 
verstärkt werden. 

2. Der RE. wächst mit 
der Emission. Bei kleiner 


Emission ist eine nennens- 9% 97 4 10 m 100 
werte Verstärkung des Ionen- Abb. 1. Raumladungseffekt N 
stromes nicht möglich. und Grenzionenstrom i, für A 
3. Bei Kathoden mit J, 2 
niederer Temperatur, ist unter ---- und + an thorierter Kathode 


sonst gleichen Bedingungen, 
d.h. gleichen J und J,, der RE. etwas größer, bei halber Glüh- 
temperatur etwa um den Faktor 1,2. 

4. Wird u, von der Größe von g,, so kann die Änderung des 
Raumladungsstromes dem Ionenstrom nicht mehr proportional sein, 
es muß Sättigung eintreten, wie sie auch von Kienzle in einigen 
Fällen gefunden wurde. Die Ionenströme i,, bei denen dieser Über- 
gang zu Sättigung zu erwarten ist, sind in Abb. 1 eingetragen. Sie 
sind bei Kathoden mit kleiner Austrittsarbeit kleiner als an reiner 
Wolframkathode. 

d) Weiter wurde berechnet, wie der RE. vom Verhältnis J/J, 
abhängt bei konstanter Emission J, =1 und 100 mA/cm? (Abb. 2). 
Der Verlauf ist in beiden Fällen praktisch derselbe. Der RE. hat 


bei 4 = > ein flaches Maximum und fällt in der Nähe von z =0 
Jo 0 


und 1 steil auf Null ab, weil dann das Potentialminimum mit der 

Anode bzw. der Kathode zusammenfällt und daher durch die Raum- 

ladung der positiven Ionen nicht mehr beeinflußt werden kann. 

Damit vergleichbar sind Ergebnisse, die sich aus den Messungen 

von Kienzle (a. a. QO. Abb. 10) bei J, = 11 mA ableiten lassen und 
22* 
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in Abb. 2 eingetragen sind. (Alle Kurven sind auf gleiche maximale 
Ordinate reduziert.) Die Ubereinstimmung ist, soweit zu erwarten, 
im allgemeinen genügend; nicht jedoch bei kleinen Werten von J/J,. 
Kienzle fand, daß der RE. erst bei einer bestimmten Anoden- 
spannung, also auch erst bei einem bestimmten Anodenstrom, ein- 
setzt, was wohl physikalisch 
schwer zu verstehen wäre. 

e) Nach obiger Rechnung 
ist zu erwarten, daß der RE. 
abnimmt mit steigender Ionen- 
geschwindigkeit. (G1. III u. IV.) 
Dabei ist angenommen, daß 
die Ionen die Elektrodenanord- 


1 


0 05 72. nung ungehindert durchfliegen. 

+ Kienzle fand eine teils starke 

Abb. 2. Raumladungseftekt. BE mi Au 
theoretisch 


Ionengeschwindigkeit. Der 
Ionenstrahl fiel dabei im we- 
sentlichen in einen geschlossenen Raum, so daß Sekundärerschei- 
nungen auftreten konnten. Ob dieser Unterschied zwischen Rechnung 
und Experiment dadurch erklärt werden kann, muß durch weitere 
Versuche entschieden werden. 


- - - - experimentell nach Kienzle 


Zusammenfassung 

Für das ebene Problem wird die Änderung des raumladungs- 
begrenzten Elektronenstroms durch positive Ionen berechnet. Es 
zeigt sich, daß das Potentialminimum vor der Kathode für das 
Zustandekommen des Raumladungseffektes wesentlich ist, und daß 
die Raumladungswirkung der Ionen zu seiner Erklärung ausreicht. 
Unter sonst gleichen Bedingungen wächst der Raumladungseffekt 
mit der Elektronenemission. 
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Genaue Bestimmung 
von Gitterkonstanten mittels Elektronenstrahlen 
bei verschiedenen Kristallitgréfen') 


Von H. Boochs 
(Aus dem Physikalischen Institut der Universität Köln) 
(Mit 15 Abbildungen) 


Einleitung 


Es sind mit Elektronenstrahlen verschiedentlich Messungen von 
Gitterkonstanten durchgeführt worden, deren Ergebnisse Abweichungen 
von den mit Röntgenstrahlen ermittelten Werten zeigten. So fanden 
Pickup (1) und G.J. Finch und S. Fordham (2) bei Alkalihalo- 
geniden mit Elektronenstrahlen etwas größere Gitterkonstanten, als 
die Röntgenuntersuchungen ergeben haben. Die Abweichungen 
führten die genannten Forscher darauf zurück, daß die die Schicht 
aufbauenden Kristallite sehr klein sein sollten. 

Ziel der vorliegenden Arbeit war es: 1. möglichst genaue Be- 
stimmungen von Gitterkonstanten durchzuführen und 2. zu prüfen, 
ob eine Abhängigkeit der Gitterkonstante von der Kristallitgröße 
besteht. Um diese Frage zu entscheiden, mußte eine genaue 
Bestimmung der Gitterkonstante an einer Schicht mit großen 
Kristalliten und an einer solchen mit kleinen Kristalliten der gleichen 
Substanz durchgeführt werden. Die Ermittlung der Kristallitgröße 
konnte aus der Halbwertsbreite mit Hilfe der Scherrerschen Formel 
erfolgen. 


Apparaturbeschreibung 


Um die erforderliche Genauigkeit zu erreichen, mußte ein 
möglichst feiner und wenig divergenter Elektronenstrahl benutzt 
werden. Dazu wurde der Strahl durch ein Blendensystem von 
30 cm Länge mit einer 0,1 mm Eingangs- und 0,1 mm Ausgangs- 
blende und einer 0,5 mm Zwischenblende ausgeblendet. Ferner 
mußten die Beugungsbilder eine hinreichende Größe besitzen, um 
eine genaue Ausmessung zu ermöglichen. Daher wurde der Abstand 
von Präparat zur Photoplatte zu 50 cm gewählt. Im übrigen war 
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die Kamera von der üblichen Bauart. Der Kopf mit dem Ent- 
ladungsraum und den beiden Ansatzstutzen D, und D, für die 
Diffusionspumpen war derselbe, wie er von F. Kirchner (3) be- 
schrieben wurde. Als Präparatträger diente eine Schliffanordnung S, 
wie sie von L. Brück (4) angegeben wurde. Ferner war ein Auf- 
dampfofen O in die Kamera eingebaut. 
Dieser wurde zum Aufdampfen des Prä- 
parats vor die Trägerfolie (Zelluloidfolie) 
geschwenkt. Die Glühspirale des Ofens 
war von einem Eisenzylinder umgeben, 
der eine 1,5 mm große Öffnung zum 
Aufdampfen frei ließ. Zur visuellen 
Beobachtung diente eine Glasplatte mit 
dem Leuchtschirm L, welche das Beob- 
achtungsrohr mit einer Gummidichtung 
abschloß. Als photographische Einrich- 
tung besaß die Kamera zwei in einem 
Rahmen montierte Plattenhalter P, 
und P,. Die Platten waren bei Beob- 
achtung und Einstellung in der ge- 
zeichneten Stellung untergebracht und 
durch Metallmasken gegen Belichtung ge- 
schützt. Zur Aufnahme wurden sie mit- 
teils je eines Schliffes hereingeschwenkt. 
Durch einen vorgeschobenen Anschlag 
war ihre Lage genau definiert. Die Elek- 
tronen wurden glühelektrisch erzeugt. 
Entladungs- und Beobachtungsraum 
wurden getrennt durch eine zwei- bzw. 
dreistufige Quecksilberdiffusionspumpe 
ausgepumpt und die Kühlfallen mit 
flüssiger Luft gekühlt. Die Diffusions- 
pumpen konnten durch Hahnschliffe von 
der Apparatur getrennt werden. Das Einlassen von Luft und 
das Auspumpen auf den Druck des Vorvakuums erfolgte durch den 
Hahn V. Dadurch wurde ein schnelles Arbeiten ermöglicht. 

Die Spannung von etwa 50 kV wurde von einem 50 Perioden- 
Hochspannungstransformator mit geschlossenem Eisenkern geliefert, 
welcher auch die Heizwickelung für das Gleichrichterventil besaß, 
Sie wurde gleichgerichtet, durch zwei Kondensatoren von zusammen 
0,2 uF und eine Drossel geglättet und über einen Wasserwiderstand 
der Apparatur zugeführt. 


Abb. 1. Elektronen- 
beugungskamera 


I 
5 
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Um einen Elektronenstrahl ohne Spule und Hilfsmagneten durch 
das Blendensystem zu bekommen, wurde die Kamera in die Richtung 
des magnetischen Erdfeldes gestellt. Es hatte sich gezeigt, dab 
durch einen Hilfsmagneten infolge der Inhomogenität seines Feldes 
eine merkliche Verzerrung des Beugungsbildes eintrat. Der fein 
ausgeblendete Elektronenstrahl war außerdem sehr empfindlich gegen 
magnetische Wechselfelder. Deshalb wurde die Glühkathode mit 
einem Akkumulator geheizt und der Hochspannungstransformator 
in 6 m Entfernung aufgestellt. 


Meßmethode und Spannungskontrolle 


Das Ziel der vorliegenden Untersuchung war die genaue Be- 
stimmung der Gitterkonstante an Schichten verschiedener Kristallit- 
größe. Als Normalsubstanz wurde Gold mit Gitterkonstante 
a=4,070 A gewählt. Um eine Spannungskontrolle, welche immer 
schwierig ist, zu umgehen, hätte man daran denken können, die zu 
untersuchende Substanz mit der Normalsubstanz oder einer anderen 
Bezugssubstanz auf eine Trägerfolie zu bringen und das zusammen- 
gesetzte Beugungsdiagramm auszumessen. Jedoch, da sehr kleine 
Kristallite nur in dünnsten Schichten erhalten wurden, beherrschten 
in diesem Falle die scharfen Interferenzen der Bezugssubstanz voll- 
ständig das Interferenzbild und machten eine genauere Auswertung 
der intensitätsschwachen verbreiterten Interferenzen der zu unter- 
suchenden Substanz unmöglich. Außerdem trat gewöhnlich eine 
gegenseitige Beeinflussung der Linien durch teilweise Überlagerung 
ein. Aber auch bei scharfen Interferenzen lagen leicht Beein- 
flussungen vor, wie eine genaue Prüfung der Photogramme zeigte. 
Daher wurde folgende Methode gewählt. Es wurde die zu unter- 
suchende Substanz auf eine getrennte Folie aufgebracht und ihr 
Beugungsbild auf der einen Platte der Kamera aufgenommen. Un- 
mittelbar darauf wurde auf der anderen Platte das Beugungsbild 
der Goldfolie photographiert. Die beiden Aufnahmen lagen zeitlich 
nur einen Bruchteil einer Minute auseinander, so daß die Spannungs- 
konstanz leicht kontrolliert werden konnte. 

Zur Kontrolle der Spannungskonstanz wurde die Hochspannungs- 
elektrode über eine Hochohmwiderstandskette von 3-10—° Ohm geerdet 
und der Spannungsabfall an einem Rheostaten von 6000 Ohm gegen 
ein Weston-Standardelement kompensiert. Als Nullinstrument diente ein 
Galvanometer kurzer Schwingungsdauer (Innenwiderstand 1200 Ohm). 
Es war gegen eine Beeinflussung durch die Hochspannung abgeschirmt. 
Seine Stromempfindlichkeit betrug bei Spiegelablesung auf einer 
1 m entfernten Skala 3.10”® Amp./mm. Bei einer Spannungs- 
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änderung um 1 °/,, floB ein Strom von 1,38-10~7 Amp. Dem ent- 
sprach ein Ausschlag auf der Skala von etwa 10 mm. Die Spannung 
konnte während der Dauer der Aufnahmen ohne Schwierigkeiten 
auf 0,5 °/,, konstant gehalten werden. Das bedeutete eine Konstanz 
der Wellenlänge auf 0,25 °/,.. Die Feinregulierung der Spannung 
erfolgte durch einen Widerstand, die Grobregulierung durch einen 
Stufentransformator im Primärkreis des Hochspannungstransformators. 

Die Vergleichsaufnahmen an Gold, welche zu jeder Messung 
hergestellt wurden, konnten zur Kontrolle der Konstanz des Hoch- 
ohmwiderstandes und damit zur Prüfung der Reproduzierbarkeit 
der Spannung dienen. Es zeigte sich, daß der Widerstand zunächst 
über eine geraume Zeit konstant blieb, daß sich dann aber durch 
eine allmähliche Widerstandszunahme die beginnende Zerstörung 
eines Gliedes der Kette anzeigte. Die Zerstörung machte sich 
später durch beträchtliche Schwankungen des Nullinstrumentes 
bemerkbar. 

Herstellung der Folien 


Die zu untersuchenden Substanzen wurden zum Teil in einer 
getrennten Aufdampfapparatur, zum Teil in der Kamera selbst auf 
extrem dünne Zelluloidfolien aufgedampft. Die dickeren Gold- und 
Nickelfolien wurden zur Erzielung größerer Kristallite auf eine auf 
100° C erhitzte Steinsalzspaltfläche aufgedampft, abgelöst und auf 
eine Zelluloidfolie als Trägerfolie gebracht. 


Methode der Auswertung der Aufnahmen 
a) Bestimmung der Gitterkonstante 

Die Aufnahmen wurden in der Richtung eines Durchmessers mit 
einem Zeissschen Registrierphotometer im Übersetzungsverhältnis 2:1 
durchphotometriert und der Ringdurchmesser als Abstand der ent- 
sprechenden Intensitätsmaxima gemessen. Der Fehler, welcher 
dadurch in die Messung kommen konnte, daß man etwas den Durch- 
messer verfehlte, war vernachlässigbar. Er betrug bei einer Ab- 
weichung von 0,5 mm bei dem kleinsten vorkotnmenden Ringdurch- 
messer — hier wirkt sich der Fehler am stärksten aus — 0,3 °/,,. 
Ausgemessen wurde mit einem Zeissschen Glasmaßstab in 0,1 mm 
Teilung mit einer Ableselupe. Die kleineren Durchmesser konnten 
auf 1 °/,,, die großen auf 0,5 °/,, gemessen werden. Der Gang der 
Auswertung soll an zwei Goldaufnahmen gezeigt werden, welche zur 
Kontrolle der Genauigkeit der Meßmethode gemacht wurden. Dazu 
wurde eine aus großen Kristalliten aufgebaute Goldschicht, wie sie bei 
den Messungen als Bezugssubstanz benutzt wurde, mit einer gleichen 
in der beschriebenen Weise verglichen. Das Ergebnis zeigt Tab. 1. 


E 
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Tabelle 1 
Gold, große Kristallite 
2r | 2r' 2r’d | Abweichung 
Netzebene | in mm in mm in mm? 107® | "leo 
ain | Mas | 44,80 105,26 0,0 
(200) | 51,55 51,53 (104,86) - 38 
(220) 73,25 73,21 105,34 +08 
(311) | 85,85 85,79 105,27 + 0,1 
813) | 112,90 112,80 105,311 + 0,5 
(420) 115,70 115,58 105,18 - 8 
429 12680 | 12665 | 10521 | —O5 
Mittelwert 2 7’d = 105,26-10—* mm? 
Vergleichsaufnahme. Gold, große Kristallite 
(111) 4480 44,79 105,4 | — 0,2 
(200), 51,56 51,54 0488) | —36 
(220) 73,22 73,18 105,30 | +0,4 
(11) 85,89 85,83 105,32 + 0,6 
(313) 112,88 112,78 105,29 + 0,3 
(420) 115,67 1556 | 105,17 | - 0,9 
(4 2 2) 126,83 126,68 105,24 | — 0,2 


Mittelwert 2r’d = 105,26-10—* mm? 


Die zweite Spalte enthält den Ringdurchmesser 2r. Es ist 
2r = 2Ltg 4, wenn # den Ablenkwinkel und L den Abstand vom 


Präparat zur Platte bezeichnet. 
In das Braggsche Gesetz geht 
2sin 3 - ein. 
korrigierten Ringdurchmesser 21° 
enthält Spalte 3. 


Es ist 
L2sin-5d = 


Die entsprechend 


und 
L2sin. =r. 


Also ist 2rd=2LiA. Für ku- 
bische Kristalle ist 
Vie +R+l 


Abb.2. Elektronenbeugungsaufnahme 
einer Goldfolie, welche als Bezugs- 
normale benutzt wurde 


und damit gilt für die Gitterkonstante 


2r’ 


Es bedeuten d der Netzebenenabstand, a die Gitterkonstante und 
hkl die Millerschen Indizes der Netzebene. 
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Die vierte Spalte enthält das Produkt 2r’d, worin fiir d der 
mit Röntgehstrahlen gefundene Wert eingesetzt wurde. Bei der 
Mittelwertsbildung wurde der (20 0)-Ring aus noch zu besprechenden 
Gründen außer Betracht gelassen. Die Abweichung vom Mittelwert 
ist in der letzten Spalte eingetragen. In den Zahlenangaben der 
Spalte 2,3 und 4 steckt als Faktor das Übersetzungsverhältnis des 
Photometers 2:1. 

Die Übereinstimmung der beiden Aufnahmen ist gut. Die 
Prüfung wurde wiederholt vorgenommen und auch an Steinsalz- 
schichten mit dem gleichen Ergebnis durchgeführt. Die mit dieser 
Methode erzielbare Genauigkeit liegt bei 1 °/,,. 

Auffallend ist, daß bei beiden Aufnahmen der schwache (2 0 0)-Ring 
viel zu klein gemessen wurde. Die Abweichung liegt weit außerhalb 
der Fehlergrenze. Die gleiche Abweichung wurde an Silber- und 
‚Nickelfolien gefunden. Es war zu vermuten, daß sie durch eine 
teilweise Überlagerung mit dem (111) Interferenzring verursacht 
wurde. Das wird an einer Nickelfolie unten gezeigt werden. 


b) Bestimmung der Kristallitgröße 


Die Kristallitgröße läßt sich aus der Halbwertsbreite ermitteln. 
Zur Messung der Halbwertsbreiten wurde von der betreffenden Auf- 
nahme ein Photogramm 10:1 (d.h. in einem 10fach vergrößertem 
Abszissenmaßstab) hergestellt und dieses in eine Intensitätskurve 
umgezeichnet. Zur Gewinnung der Intensitätskurve wurde folgender- 
maßen verfahren: Es wurden mit einem Elektronenstrahl auf einer 
Photoplatte Schwärzungsmarken hergestellt, bei denen sich jede 
Marke von der vorhergehenden um die gleiche Belichtungszeit und, 
da der Emissionsstrom konstant war, auch um den gleichen Inten- 
sitätsbetrag unterschied. Da für Elektronenstrahlen das Bunsen- 
Roskoesche Gesetz (5) gilt — dieses besagt, daß die Schwärzung 
nur abhängt von dem Produkt Elektronenstrahlintensität mal Zeit 
und nicht von der Verteilung auf die beiden Faktoren — hatte 
jede Marke eine genau der Intensität entsprechende Schwärzung. 
Das Photogramm der Schwärzungsskala lieferte dann sofort den 
Zusammenhang von Photometerausschlag und Intensität für die be- 
treffende Photometereinstellung. Mit der so gewonnenen Photo- 
meterausschlag-Intensitätskurve wurde die Umzeichnung vorgenommen. 

Für den Zusammenhang von Kristallitgröße und Halbwertsbreite 
gilt eine von Scherrer zuerst abgeleitete Formel (6) 
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Die Halbwertsbreite # ist darin definiert als Winkelbreite zwischen 
den beiden Stellen der Kurve, an denen die Intensität auf die 
Hälfte des Maximalwertes gesunken ist. Ferner bezeichnen D die 
wirksame Kristallitgröße, A die Wellenlänge, 9/2 den Braggschen 
Winkel und C eine Konstante vom Betrag 0,94. Andere Ab- 
leitungen liefern etwas hiervon abweichende, in der Nähe von 1 
liegende Konstanten. Bei der zu erwartenden Genauigkeit genügt 
es, C=1 zu setzen. Da sich das Beugungsbild nur auf wenige 


Winkelgrade erstreckt, ist cos annähernd gleich 1. Unter dieser 


2 
Berücksichtigung lautet die Formel für die Kristallitgröße 
D=-- 


3 


Die Halbwertsbreite # bezeichnet die durch Beugung entstehende 
Verbreiterung. Gemessen wird jedoch eine Halbwertsbreite B, 
welche sich aus dieser Halbwertsbreite 8 und der Halbwertsbreite 
des Primärstrahls b zusammensetzt. Nach einem von F. W. Jones (7) 
angegebenen Verfahren wurde eine Kurve ermittelt, aus der der 
Zusammenhang der zusammengesetzten Halbwertsbreite B mit der 
gesuchten Halbwertsbreite @ hervorgeht. In dem Verfahren wird 
eine von M. v. Laue (8) angegebene Definition der Halbwertsbreite 


benutzt: 
- max. Fk 


F(k x) bezeichnet die Funktion der Verbreiterung durch Beugung, 


sie hat im Punkt Jmax den Wert 1. Der Parameter k charakterisiert 
die KristallitgréBe. Die Kurve des Primärstrahls wurde experi- 
mentell ermittelt und hatte die Form eines Dreiecks. Die zugehörige 
Halbwertsbreite b war etwas von der Intensität abhängig, was seinen 
Grund wohl in der Natur des Schwärzungsvorganges durch Elek- 
tronenstrahlen hat. Jedoch braucht diese Tatsache nur bei sehr 
scharfen Interferenzen berücksichtigt zu werden. Als Funktion für 
die Verbreiterung wurde, wie in der genannten Arbeit (7) 


7; a? 


angenommen. Aus diesen Größen wurde die Korrektionskurve 
gewonnen. 

Wir betrachten als Beispiel die Intensitätskurve einer Nickel- 
aufnahme (Abb. 5). Der Kurvenverlauf wird durch Kriställchen 
eines ganzen Größenbereiches erzeugt. Der obere Kurventeil jeder 
Interferenzlinie wird vornehmlich durch die größeren Kristallite 
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bestimmt, wihrend fiir den FuB der Kurve die kleinen Kristallite 
verantwortlich sind. Dem Intensitätsbeitrag nach überwiegen die 
groBen Kristallite, sie bestimmen iiberwiegend auch die Lage der 
Spitze der Kurve und damit die gemessene Gitterkonstante. In der 
Scherrerschen Definition der Halbwertsbreite findet der FuB der 
Kurve fast keine Berücksichtigung. Sie liefert daher überwiegend 
die Größe der Teilchen, welche die Gitterkonstante bestimmen. Da 
es auf diese hier ankommt, wurde im folgenden die Halbwerts- 
breite nach der Scherrerschen Definition gemessen und dann die 
genannte Korrektion für die Primärstrahlbreite angebracht. 


Messungen an Nickel 


Zunächst wurde die Gitterkonstante an einer Nickelschicht mit 
großen Kristalliten bestimmt. Die zugehörige Goldaufnahme lieferte 


Abb. 3. Photometerkurve 2:1 der in Abb. 6 abgebildeten Nickelfolie 


den Wert 2L% zu 107,85-10-8 mm?. Die Aufnahme zeigt Abb. 6, 
die Photometerkurve zur Ermittlung der Ringdurchmesser Abb. 3 
und die Auswertung Tab. 2. 


Tabelle 2 
Nickel, große Kristallite 


| 

| 2r | 2er a Abweichung 

Netsebene | in mm | in mm in A | Yo 
(111) 5312 | 53,10 35181 | 
(200) 61,13 61,11 (3,5297) | +34 
(220) 86,85 | 86,79 3,5149 — 0,5 
(311) 101,80 | 101,72 | 3,5164 0,0 


Mittelwert a = 3,516, A 


. 
\ i 
\ : 
\ 
\ 
| 
| 


ite 
die 
ler 
ler 
ler 
nd 
Da 
ts- 
lie 


nit 
rte 


H. Boochs. Genaue Bestimmung von Gitterkonstanten usw. 341 


Es wurde also eine Gitterkonstante ermittelt, welche mit dem 
Röntgenwert (3,517 A) übereinstimmt. Um die Abweichung des 
(20 0)-Ringes zu prüfen, wurde ein Photogramm 10: 1 (Abb. 4) her- 
gestellt, der Untergrund graphisch abgezogen und die Photometer- 
kurve in eine Intensitätskurve umgezeichnet (Abb. 5). 


Abb. 4. Photometerkurve 10:1 der Nickelaufnahme 


IN 


Abb. 5. Dasselbe nach Umzeichnung in eine Intensitätskurve 


Aus der Abb. 5 entnehmen wir das Folgende: Die vom Re- 
gistrierphotometer aufgezeichnete Kurve der (111)- und (20 0)-Linie 
ist eine Überlagerung der zwei gezeichneten Kurven. Der linke 
Abfall der (1 11)-Interferenzlinie bewirkt eine Verschiebung des (200)- 
Ringes zu kleinerem Durchmesser, und zwar von der Größe der 
gefundenen Abweichung. Der Untergrund wirkt im selben Sinne, 
aber sein Einfluß ist entsprechend seiner kleineren Neigung geringer 
und fällt zum Teil dadurch, daß er auch bei der Vergleichsaufnahme 
wirksam ist, heraus. Somit liefern alle 4 Linien die gleiche Gitter- 
konstante. 
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Dann wurden aus dem Diagramm die Halbwertsbreiten gemessen 


Interferenz- B ß | Dix: 
linie in mm in mm in 
aın 0,90 0,75 36 
(200) 1,25 1.13 24 
(220) 0,97 0,83 33 
311) 1.10 | 0,98 28 


Aus den einzelnen Linien wurden verschiedene Halbwertsbreiten 
gemessen. Da die Nickelschicht eine teilweise Orientierung besitzt, 


Abb. 6. Nickel, große Kristallite Abb. 7. Nickel, kleine Kristallite 


läßt sich daraus nicht entscheiden, ob die Ausdehnung der Teilchen 

in den verschiedenen Richtungen verschieden ist; denn im all- { 
gemeinen haben in diesem Falle die größeren Kristallite eine Orien- 
tierung, während die kleinen regellos liegen. 

Nun wurde die Gitterkonstante an einer Nickelschicht mit 
kleinsten Kristalliten bestimmt. Eine daneben hergestellte Auf- 
nahme an einer Nickelschicht mit großen Kristalliten ergab als 
Wert für 2LA = 107,86-10-° mm?, Die beiden Aufnahmen zeigen 
Abb. 6 und 7 und das Photogramm 2:1 der letzteren Abb. 8 und 
seine Ausmessung Tab. 3. 


Tabelle 3 
Nickel, kleine Kristallite 
T 
d | 
2r 2r d ‘ Abweichun 
Netzebene ‘ in A 
| in mm in mm in A gr. Krist "les 
(111) 53,02 | 53,00 | 2,0352 2,0310 + 2,1 ati 
(220) 86,45 86,39 1,2486 1,2437 + 3,9 
(311) 100,75 100,67 1,0715 1,0607 + 10,1 


(in linearem Maß) und die Kristallitgröße bestimmt. 


en 


en 
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Abb. 8. Photogramm 2:1 der in Abb. 7 abgebildeten Nickelaufnahme 


Abb. 9. Photometerkurve 10:1 der in Abb. 7 abgebildeten Nickelaufnahme 


Abb. 10. Dasselbe nach Umzeichnung in eine Intensitätskurve 
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In der 4. Spalte der Tabelle sind an Stelle der Gitterkonstante 
die Netzebenenabstiinde eingetragen und zum Vergleich in der 
5. Spalte die an großen Kristalliten ermittelten Netzebenenabstiinde 
eingesetzt. Die an kleinen Kristalliten ermittelten Netzebenen- 
abstände sind also größer. Die Abweichung pro mille enthält die 
letzte Spalte. Zur genauen Prüfung wurde wieder ein Photogramm 
10:1 (Abb. 9) hergestellt und dasselbe in eine Intensitätskurve 
umgezeichnet (Abb. 10). 

Aus der Intensitätskurve wurden dann die Halbwertsbreiten 
gemessen und in der vorhin beschriebenen Weise die Kristallitgröße 
bestimmt. 


Interferenz- | B ß | Dan 
linie | in mm | in mm in 
(111) 1,32 1,21 22 
200 | 1,75 1,66 16 
(220) 1,90 1,83 15 
(311) 2'30 2/23 12 


Es wurden also bei den einzelnen Linien verschiedene Halb- 
wertsbreiten gemessen. Da in diesem Falle keine Orientierung vor- 
liegt, muß man schließen, daß die Kriställchen in verschiedenen 
Richtungen verschiedene Ausdehnung besitzen. Ein Verfahren zur 
Bestimmung der Form und der Ausdehnung aus den Größen D,,,, 
D,,. usw. wurde von R. Brill (9) angegeben und von F. W. Jones (7) 
weiterentwickelt. Es sei nur erwähnt, daß bei den Röntgenaufnahmen 
an elektrolytisch niedergeschlagenem Nickel, auf die Brill seine 
Überlegungen anwandte, die 3 angegebenen Halbwertsbreiten des 
(111), (200) und (220)-Ringes auch in der genannten Reihenfolge 
zunahmen. Brill kommt zu dem Schluß, daß die Teilchen Prismen 
sind mit einer größten Ausdehnung senkrecht zur Oktaederebene 
von 165 A und einer Ausdehnung in der Oktaederebene von 
45 bzw. 73 A, 

Vergleichen wir die Anderung der Netzebenenabstiinde (Tab. 3) 
mit den Halbwertsbreiten, so ergibt sich das bemerkenswerte Resultat: 
Die Netzebenenabstände vergrößern sich gegenüber ihren Sollwerten 
in gleicher Weise wie die Halbwertsbreiten zunehmen. Die Kriställchen 
haben also ihre größte Änderung des Netzebenenabstandes in der 
Richtung ihrer geringsten Ausdehnung erlitten und ihre geringste 
in der Richtung der größten Ausdehnung. Daraus kann man wohl 
schließen, daß die Änderung der Netzebenenabstände durch geringe 
Ausdehnung des Kristalls verursacht ist. (Eine Einlagerung von 
Fremdatomen als Ursache ist daher sehr unwahrscheinlich, eine 
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solche hätte sich ferner auch bei der Nickelaufnahme Tab. 2 be- 
merkbar machen müssen.) Der Unterschied der Kristallitgröße beider 
Nickelfolien ist ferner geringer, als man nach einem augenschein- 
lichem Vergleich der beiden Aufnahmen Abb. 6 und 7 erwarten 
sollte. Es wurden noch zwei weitere aus kleinsten Kristalliten auf- 
gebaute Nickelschichten untersucht und eine ähnliche Zunahme der 
Netzebenenabstände gefunden. 


Messungen an Gold 


Der Verlauf der Messungen war hier der gleiche, wie er bei 
den Nickelfolien beschrieben wurde. Ich erhielt Goldfolien bis zu 
einer Kristallitgröße von etwa 20 A, 
deren Interferenzaufnahmen sich 
noch mit genügender Genauigkeit 
ausmessen ließen. Das Bild und 
die Auswertung einer solchen 
Aufnahme seien wiedergegeben. 

Der Wert 2Li, der wie 
üblich gewonnen wurde, betrug 
106,70 » 1073 mm?., 

Wie die Tab. 4 zeigt, stimmt 
die ermittelte Gitterkonstante noch 
hinreichend genau mit der an großen 
Kristalliten ‚gemessenen überein. 
Aus den Halbwertsbreiten wurden 
die Kristallitgröße zu 24 bzw. 21Ä Abb. 11. Gold, kleine Kristallite 
bestimmt. Es sei noch zum Ver- 
gleich die Teilchengröße einer aus großen Kristalliten aufgebauten 
Goldschicht (Abb. 2) angegeben. Sie betrug im Mittel 55 A. 


Tabelle 4 
Gold, kleine Kristallite 


2r | 2r’ Abweichung 
Netzebene in mm in mm in A Yu 

(220) 74,31 | 74,27 4,0636 

(311) 86,99 | 86,93 | 4,0708 + 0,2 


Um noch kleinere Kristallite zu bekommen, muBte zu extrem 
dünnen Goldschichten übergegangen werden. In diesem Falle machte 
sich das Streubild der Trägerfolie sehr störend bemerkbar, und die 
schlechter definierten Interferenzmaxima der Photometerkurve er- 
laubten nur eine Ausmessung mit geringerer (Genauigkeit. Bei 
mehreren Aufnahmen zeigten sich Andeutungen einer Vergrößerung 
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der Ringdurchmesser. Jedoch war die Genauigkeit nicht hinreichend, 
um eine sichere Entscheidung zu treffen. 

Es wurde noch eine Reihe von Versuchen unternommen, um 
kleinste Kristallite in größerer Schichtdicke und dadurch besser 
auswertbare Aufnahmen zu bekommen. Nach Versuchen von 
G. Hass (10) sollten sich kleine Kristallite in größerer Zahl bilden, 
wenn man das betreffende Metall auf gekühlter Unterlage aufdampft. 
Dazu wurde an die Stelle des Schlifisystems S ein Kühlgefäß in die 
Kamera eingesetzt und die Trägerfolien mit flüssiger Luft gekühlt. 
Die hierauf niedergeschlagenen Goldschichten lieferten jedoch die 
gleichen Aufnahmen wie die bei Zimmertemperatur hergestellten 
Folien. Auch trat keine Rekristallisation bei Erwärmen auf Zimmer- 
temperatur ein. 


Messungen an Alkalihalogeniden 


’ Weitere Messungen wurden an NaCl, KCl, NaBr und LiCl aus- 
geführt. Zu diesen Versuchen wurden reinste Reagenzien der Firma 


Abb. 12. KCl, Abb. 13. KCI, 
unmittelbar nach dem Aufdampfen nach dem Stehen in der Luft 


Schering u. Kahlbaum verwandt. Als Beispiel seien die Messungen 
an KCl wiedergegeben. 

Unmittelbar nach dem Aufdampfen waren die Interferenzen ein 
wenig verbreitert. Die aus der Halbwertsbreite ermittelte Kristallit- 
größe betrug jedoch noch etwa 80 A (Abb. 12). Die Gitterkonstante 
betrug 6,271 A. Nachdem die Folie einige Zeit an Luft gestanden 
hatte, wurden schärfere Interferenzen erhalten. Die Teilchen waren 
auf 130 A gewachsen, außerdem hatte sich die (20 0)-Ebene parallel 
zur Unterlage orientiert (Abb. 13). Die Gitterkonstante betrug nun 
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6,276 A und stimmte mit dem Röntgenwert überein. Die Auswertung 
der Aufnahme (Abb. 13) ist in Tab. 5 wiedergegeben. Die Gold- 
aufnahme lieferte für 2LA den Wert 110,14. 107° mm?., 


Tabelle 5 
KCl 
| 2r 27 a Abweichung 
Netzebene | in mm in mm | in A "le 
(200) 35,13 35,13 6,271 — 0,8 
(220) 49,64 49,62 6,278 + 0,4 
(400) 70,25 70,21 6,275 — 0,2 
(420) 78,47 78,42 6,281 + 0,8 
(440) 99,37 99,29 6,275 — 0,2 
(60 0) 105,41 105,32 6,277 + 0,2 
(6 2 0) 111,09 110,99 6,275 | — 0,2 


Mittelwert a = 6,276 A 


Die Ergebnisse der Messungen an den übrigen Substanzen sind 
in der Tab. 6 zusammengestellt. An jeder Substanz wurden mehrere 


nach dem Stehen in der Luft 


Abb. 14. NaCl, 


Abb. 15. LiCl, 
unmittelbar nach dem Aufdampfen 


Messungen durchgeführt. Als Beispiel sind noch die Interferenz- 
aufnahmen an NaCl und LiCl (Abb. 14 u. 15) wiedergegeben. 

Die Röntgenwerte von NaCl und KCl wurden den Physikalisch- 
Chemischen Tabellen von Landoldt-Börnstein, die Werte von 
NaBr und LiCl einer Arbeit von A. Jevins, M. Straumanis u. 
K. Karlsons (11) entnommen. 

Eine andere Meßreihe lieferte gegenüber obigen Werten 1 bis 
1,5 °/,, größere Werte. 
Substanz mehrere Messungen durchgeführt. Die kleinen Abweichungen 


Auch in dieser Meßreihe wurden an jeder 
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Tabelle 6 


Gitterkonstanten von Alkalihalogeniden 


Gitterkonstante in A bezogen | 


auf Au a=4070A ‚Röntgenwert Abweichung 


unmittelbar nach nach dem Stehen | ™ 
dem Aufdampfen | in Luft | | 

NaCl | 5,620 568 | —1,4 
| 5,627 5628 | —O2 

NaBr | 5,954 5961 | -12 
| 5,961 5961 0,0 

KCl | 6,271 6277 | —10 
6,276 6,277 ~ 02 

LiCl 5,123 5130 | -ı4 


liegen schon außerhalb der Fehlergrenze (1 °/,,). Die Ursache konnte 
nicht ermittelt werden. Jedenfalls stimmen die mit Elektronen- 
strahlen ermittelten Gitterkonstanten auf + 1,5 °/,, mit den Röntgen- 
werten überein. Die von G. J. Finch und 8. Fordham gefundenen 
Abweichungen betragen dagegen bis 6 °/,,. Die Auffassung dieser 
Forscher, daß eine Vergrößerung der Gitterkonstante infolge geringer 
Ausdehnung vorliegt, können wir nicht teilen. Es deutet vielmehr 
die Bestimmung des Molekülabstandes Na — Cl in dampfförmigem 
Zustand von L.R.Maxwell, S.B.Hendricks und V.M.Mosley (12) 
darauf hin, daß eine Verkleinerung der Gitterkonstante im Sinne 
einer von J. E. Lennard-Jones (13) gegebenen Theorie bei sehr 
kleinen Kristalliten zu erwarten ist. 


Zusammenfassung 

Es wurden genaue Bestimmungen der Gitterkonstante an Nickel- 
schichten großer und kleiner Kristallitgrößen durchgeführt. Dabei wurde 
eine Zunahme der Netzebenenabstände mit abnehmender Teilchen- 
größe festgestellt. Bei Gold wurde bis herunter zu einer Kristallit- 
größe von 20 Ä die gleiche Gitterkonstante wie an großen Kristalliten 
gemessen. Noch kleinere Kristallite in genügender Schichtdicke 
wurden nicht erhalten, auch nicht bei Aufdampfversuchen auf ge- 
kühlter Unterlage. Bei den Ionenkristallen NaCl, KCl, NaBr und 
LiCl stimmten die Gitterkonstanten auf + 1,5 °/,, mit den mit 
Röntgenstrahlen ermittelten Werten überein. 


Die vorliegenden Untersuchungen wurden im Physikalischen 
Institut der Universität Köln ausgeführt. Herrn Prof. Dr. F. Kirchner 
danke ich für viele Anregungen und wertvolle Ratschläge zu der 
Arbeit, Herrn Prof. Dr. K. Försterling für die Erlaubnis zur 
Benutzung des Photometers in seinem Institut. 
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Bremsvermögen von Glimmer fiir Alphateilchen 
kleiner Reichweite 


Von Wolfgang Riezler 
(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universitit Bonn) 
(Mit 4 Abbildungen) 


Das Bremsvermégen von Glimmer wird fiir Poloniumalphateilchen von 
4—25 mm Restreichweite untersucht. Es zeigt sich, daB in diesem Bereich das 
Bremsvermégen des Glimmers, bezogen auf das von Luft, mit abnehmender 
Restreichweite um 12°/, abnimmt. 


Glimmer wird wegen seiner bequemen Spaltbarkeit oft als 
Bremsfolie für Alphateilchen verwendet. Das Bremsvermégen von 
Glimmer, verglichen mit dem von Luft, ist jedoch nur für verhältnis- 
mäßig energiereiche Alphateilchen mit hinreichender Genauigkeit 


00V 


Zlektrom. 


Abb. 1. Versuchsanordnung 


bekannt (1). Eine Theorie von Bethe (2) erlaubt zwar eine Extra- 
polation des Funktionsverlaufs über einen ziemlich weiten Bereich, 
ist aber gerade für langsame Alphateilchen nicht mehr anwendbar, 
da unter diesen ein nicht unerheblicher Prozentsatz einfach ge- 
ladener Teilchen vorkommt. Daher wurde in vorliegender Unter- 
suchung die Abhängigkeit des Bremsvermögens von Glimmer von 
der Restreichweite in Luft für Poloniumalphateilchen experimentell 
ermittelt. 

Die Versuchsanordnung zeigt Abb. 1. Aus der Alphastrahlung 
eines Poloniumpräparats P, welches auf einer Silberscheibe von 
8 mm Durchmesser niedergeschlagen war, wurde durch das Kanal- 
system B ein hinreichend paralleles Bündel ausgeblendet, welches 
durch die zu untersuchende Glimmerfolie G in die lonisations- 
kammer J gelangte. Die Glimmerfolie hatte ein Gewicht von 
0,764 mg/cm?. Die Ionisationskammer war 3 mm tief und durch 
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eine Goldfolie von 0,07 mg/cm? verschlossen. Der Ionisierungsstrom 
wurde mit einem Lindemannelektrometer gemessen. Während des 
Versuchs war die Apparatur mit Luft von 200—300 mm Druck 
gefüllt. Glimmer und Präparat konnten durch Leitspindeln un- 
abhängig voneinander gegen die lonisationskammer verschoben 
werden. ‘ 

Der Gang einer Messung war folgender. Zunächst wurde ohne 
Glimmer die Braggsche Ionisierungskurve in Luft aufgenommen. 
Diese Kurve zeigt an ihrem Ende einen sehr steilen, nahezu linearen 
Abfall mit der Reichweite. Bringt man nun das Präparat in eine 
solche Entfernung von der Ionisationskammer, daß gerade ein Punkt 
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Abb. 2. Typische MeBreihe. 
Links: Abfall der Braggschen Kurve in Luft. 
Rechts: Abhängigkeit des Ionisierungsstromes von der Reichweite 
der den Glimmer durchsetzenden Alphateilchen 


in der Mitte dieses steil abfallenden Bereichs gemessen wird, so 
können kleinste Änderungen der Reichweite durch die damit ver- 
bundene verhältnismäßig starke Änderung des Ionisationsstroms mit 
großer Genauigkeit festgestellt werden. Dieser Umstand wurde be- 
nutzt, um zu untersuchen, wie sich das Bremsvermögen einer 
Glimmerfolie, bezogen auf das von Luft, mit der Reichweite ändert. 
Nachdem auf einen bestimmten Wert des Ionisationsstroms im Ab- 
fall der Braggschen Kurve eingestellt war, wurde der Glimmer in 
den Strahlengang gebracht und das Präparat so weit vorgeschoben, 
daß wieder der gleiche Ionisationsstrom gemessen wurde. Diese 
Verschiebung ergab das Luftäquivalent für das Bremsvermögen der 
Glimmerfolie für eine bestimmte Reichweite mit einer Genauigkeit 
besser als 1°/,. Durch Verschieben der Glimmerfolie bei fest- 
gehaltenem Abstand zwischen Präparat und lonisationskammer 
änderte sich nun der Ionisationsstrom und aus dieser Änderung 
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konnte mit Hilfe der vorher aufgenommenen Braggschen Kurve die 
Änderung des Luftäquivalents der Glimmerfolie auf ein Promille des 
Gesamtwerts genau ermittelt werden. Die Abb. 2 zeigt eine typische 


0165 


G10 \ 


\ 


che 
9160 


OMS 


5 2mm 2 


Abb. 3. Gewicht einer Glimmerfolie von 1 mm Luftäquivalent in Abhängigkeit 
von der Restreichweite der sie durchsetzenden Alphateilchen 


Meßreihe. Abb. 3 zeigt die Glimmerdicke (in mg/cm), welche einem 
Millimeter Luft von 760 mm Druck und 15°C äquivalent ist. Man 
sieht, daß diese Zahl gegen Ende der Reichweite beträchtlich ansteigt, 
d.h. daß das Bremsvermögen des Glimmers hier entsprechend abnimmt. 
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Abb. 4. Energieverlust von Alphateilchen in einer Glimmerfolie von 0,1 mg/em? 
in Abhängigkeit von Restreichweite bzw. Energie der Alphateilchen 


Da der Energieverlust in Luft in Abhängigkeit von der Reich- 
weite gut bekannt ist (4), kann aus Kurve 3 auch eine entsprechende 
Energieverlustkurve für Glimmer berechnet werden. Sie ist in 
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Abb. 4 gegeben. Die Abszisse bezeichnet die Reichweite der auf 
den Glimmer treffenden Alphateilchen, die Ordinate den durch eine 
Glimmerfolie von '/,, mg/cm? hervorgerufenen Energieverlust in 
Kilovolt. 

Der für diese Untersuchung verwandte Glimmer war aus einer 
Lepidolithplatte unbekannter Herkunft hergestellt. Wie Bennett 
festgestellt hat (1), treten zwischen verschiedenen Glimmerfolien, 
wegen der nicht ganz gleichmäßigen Zusammensetzung des Materials 
bei gleichem Gewicht pro Quadratzentimeter Abweichungen im 
Bremsvermögen um mehrere Prozent auf. Doch dürfte es auch 
für genaue Messungen genügen, das Bremsvermögen der benutzten 
Glimmerfolien für eine bestimmte Reichweite direkt zu messen 
und dann die Kurven 3 und 4 gegebenen Falles um den entsprechen- 
den Betrag nach oben oder unten zu verschieben. 


Schrifttum 


1) W.E. Bennett, Proc. Roy. Soc. A. 155. 8. 419. 1936. 

2) H. Bethe, Ann. d. Phys. [5] 5. S. 325. 1930. 

3) W. Riezler, Ann. d. Phys. [5] 23. S. 200. 1935. 

4) M.G. Holloway u. M.S. Livingston, Phys. Rev. 54. S.18. 1938. 


Bonn, 18. März 1939. 


(Eingegangen 20. März 1939) 
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Jonisierung und Reichweite von Alphateilchen 
in Schwefelhexafluorid 


Von Wolfgang Riezler 
(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universitit Bonn) 
(Mit 4 Abbildungen) 


Es wird der fiir Untersuchungen mit Ionisationskammern wichtige Zusammen- 
hang zwischen Ionisation und Reichweite und zwischen Energie und Reichweite 
für Alphateilchen bis 4 MeV in SF, untersucht. Das relative Bremsvermögen 
von SF, für Poloniumalphateilchen ist 3,91 + 0,06; die mittlere Ionisierung 
für 3 MeV-Alphateilchen ist 1,08 (Luft = 1,00). Zwischen Ionisation und Energie- 
verlust pro Wegeinheit ergeben sich Abweichungen von 6°/,. 


Bei Untersuchungen an schnellen, ionisierenden Teilchen ist es 
oft wünschenswert, die zur Messung benutzte lonisationskammer 
möglichst klein zu halten. Dies bringt den Vorteil kleiner Kapazität 
der Sammelelektrode, ferner wird durch die Verkleinerung der Kammer- 
oberflächen die natürliche Radioaktivität der Kammerwände herab- 
gesetzt. Um zur Füllung der Kammer keinen zu hohen Druck wählen 
zu müssen, was wegen der meist dünnen Verschlußfolie Schwierig- 
keiten macht, ist es empfehlenswert, die Kammer mit einem Gas 
von hohem spezifischem Bremsvermögen zu füllen. Da das Brems- 
vermögen pro Atom angenähert mit der Wurzel aus dem Atom- 
gewicht geht, bringt die Verwendung von Substanzen hohen Atom- 
gewichts nur einen verhältnismäßig kleinen Nutzen. So ist das 
Bremsvermögen von Xenon mit dem Atomgewicht 131 nur 1,7 mal 
so groß wie das von Luft mit dem Molekulargewicht 29. Zweckmäßig 
sind Gase, deren Moleküle möglichst viele, verhältnismäßig leichte 
Atome enthalten. Ein solches Gas, welches unter normalen Versuchs- 
bedingungen chemisch vollkommen stabil ist und ein besonders hohes 
Bremsvermögen besitzt, ist Schwefelhexafluorid. Für dieses Gas 
werden in vorliegender Arbeit Bremsvermögen, Ionisation und Zu- 
sammenhang zwischen Energie und Reichweite mit Hilfe von Polonium- 
alphateilchen untersucht. 

Die Versuchsanordnung ist die gleiche wie in der voranstehenden 
Arbeit. Die angewandten Drucke von SF, lagen zwischen 50 und 
80 mm. 
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Die Reichweite fiir ein Poloniumalphateilchen ergab sich zu 
9,90 + 0,15 mm (bei 760 mm Druck und 15° C). Dies entspricht 
einem mittleren relativen Bremsvermögen von 3,91 + 0,06 (Luft = 1,00). 
Die durch ein Alphateilchen von 3 MeV Restenergie erzeugte Ionen- 
menge ist in SF, 1,08mal so groß wie in Luft. 

Der Zusammenhang zwischen Ionisation und Reichweite ist in 
Abb. 1 dargestellt. Man sieht, daß der Kurvenverlauf erheblich von 
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Abb. 1. Braggsche Ionisierungskurve in SF, und in Luft 


der zum Vergleich mitgemessenen Braggschen Kurve für Luft 
abweicht. Auffallend ist der nahezu lineare Anstieg bis zum Maximum. 

In Luft ist der mittlere Energieaufwand pro erzeugtes Ion auf 
etwa 1°/, Genauigkeit konstant, also unabhängig von der Geschwindig- 
keit des Alphateilchens (1). In diesem Fall läßt sich der Zusammen- 
hang zwischen Reichweite und Energie einfach durch Integration 
über die Braggsche Kurve ermitteln (2. Doch ist dieses Gesetz 
keineswegs exakt gültig, denn es ist bekannt, daß die Anregung der 
K-Strahlung in Stickstoff und Sauerstoff durch Alphateilchen in 
ganz anderer Weise von der Reichweite abhängt als die Gesamt- 
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ionisation (3). Nur liefert diese Anregung einen so kleinen Anteil 
zum gesamten Energieverlust, daß sie unberiicksichtigt bleiben kann, 

Bei anderen Gasen als Luft darf man aber keineswegs strenge 
Proportionalität zwischen Energieverlust und Ionisation voraussetzen, 
So fanden Gibson und Eyring an Methyljodit nicht unerhebliche 
Abweichungen (4). Aus diesem Grunde wurde der Energieverlust 
pro Wegeinheit in SF, eigens geprüft und dann mit der Ionisations- 
kurve verglichen. 

Die Meßmethode war die gleiche, durch die in der voranstehenden 
Arbeit der Energieverlust von Alphateilchen in Glimmer bestimmt 
worden war. Die Entfernung zwischen Präparat und Ionisations- 
kammer wurde so eingestellt, daß gerade ein Punkt aus dem steilen 
Abfall der Braggschen Kurve zur Messung gelangte. Dann wurde 
der in den Strahlenweg geschaltete Glimmer verschoben und aus der 
dabei auftretenden Änderung des Ionisationsstroms in der Kammer 
das Bremsvermögen von Glimmer im Vergleich zu dem von SF, 
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Abb. 2. Gewicht einer Glimmerfolie pro Quadratzentimeter, 
welche an Bremsvermégen 1 mm SF, äquivalent ist 


bestimmt. Das Ergebnis ist in Abb. 2 dargestellt. Man sieht, daß 
das Bremsvermégen von SF, im untersuchten Bereich dem des 
Glimmers bis auf Abweichungen von + 2°/, proportional ist. 
Bezeichnen wir die Reichweite in Glimmer mit s, die in SF, mit r, 
so stellt die Kurve den Differentialquotienten ds/dr als Funktion 
von r dar. Bezeichnen wir die Energie des Alphateilchens mit E, so 
kennen wir aus der voranstehenden Arbeit (Abb.4) die Funktion dE/ds 
in Abhängigkeit von EE Um E als Funktion von r zu finden, 
schreiben wir 


ds ds 


Integrieren wir beide Seiten von 0 bis s, so erhalten wir rechts die 
Reichweite in Glimmer als Funktion von r, links als Funktion von E. 
s läßt sich eliminieren und wir erhalten eine Beziehung zwischen 
E und r. Die Integration und der nachfolgende Vergleich zwischen 
E und r lassen sich graphisch ausführen. Die Abhängigkeit der 
Energie E von der Reichweite r ist in Abb. 3 dargestellt. Nur das 


a 
e 
I 


J 

| 

| 


teil 
nn. 
nge 
zen, 
che 
lust 
ns- 


len 
ımt 
len 
rde 
der 
ner 


W. Riezler. Ionisierung und Reichweite von Alphateilchen usw. 357 


allererste Stiick der Kurve bis 1,2 mm Reichweite wurde durch Inte- 
gration aus der Braggschen Kurve (Abb. 1) gewonnen. Der hierdurch 
entstehende Fehler dürfte höchstens 50 keV ausmachen. Die Steil- 
heit der Kurve in Abb. 3, also dE/dr=dE/ds x ds/dr, sollte, 


4 
Mev 


3 A 
2 
1 
0 2 3 


Abb. 3. Abhängigkeit der Energie eines Alphateilchens 
von seiner Reichweite in SF, 


wenn das gleiche Gesetz wie für Luft gilt, der aus der Braggschen 
Kurve folgenden Ionisation J proportional sein. Daß dies nicht genau 
der Fall ist, zeigt Abb. 4. Hier ist der Mittelwert des Verhältnisses 
(dE/dr)/J = 1 gesetzt. Man sieht, daß für Reichweiten zwischen 
1 und 2mm eine Abweichung von 5,3°/, von der Proportionalität 
auftritt. 

Schwefelhexafluorid läßt sich ohne besondre Schwierigkeiten in 
Ionisationskammern verwenden. Zur Probe wurden Umwandlungs- 
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Abb. 4. Verhältnis von Energieverlust zu Ionisation in SF, 


protonen, die durch Alphateilchen in Aluminium erzeugt waren, in 
einer Ionisationskammer mit Röhrenverstärker untersucht. Die 
Apparatur arbeitete durchaus zufriedenstellend. 

Bringt man das radioaktive Präparat selbst in SF,, so findet 
natürlich infolge der starken Dissoziation in unmittelbarer Umgebung 
der Quelle mit der Zeit eine leichte Schwefelabscheidung statt. Ein 
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Poloniumpräparat von etwa 0,5 Millicurie, auf 0,5 cm? Silber nieder- 
geschlagen, welches anfangs völlig blank war, zeigte eine eben sicht- 
bare Verfärbung der Oberfläche, nachdem es 5 Tage lang in !/,, Atm, 
SF, aufbewahrt worden war. Eine Reichweitenverkürzung ließ sich 
jedoch noch nicht mit Sicherheit nachweisen. Es dürfte sich aber 
immerhin empfehlen, stärkere Präparate gar nicht oder nur kurze 
Zeit in SF, zu bringen. 


Der anorganischen Abteilung des I. G.- Farbenindustriewerks 


Leverkusen möchte ich an dieser Stelle meinen besten Dank für 
die Herstellung und Überlassung des Schwefelhexafluorids aussprechen. 


Schrifttum 


1) G.E. Gibson u. E. W. Gardiner, Phys. Rev. 30. S. 543. 1927. 

2) M.G.Holloway u. M.S. Livingston, Phys. Rev. 54. S. 18. 1938. 
3) W. Riezler, Ann. d. Phys. [5] 24. S. 714. 1935. 

4) G.E. Gibson u. H. Eyring, Phys. Rev. 30. S. 553. 1927. 


Bonn, 18. März 1939. 


(Eingegangen 20. März 1939) 
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Elektromagnetische Eigenschwingungen 
dielektrischer Räume 


Von F. Borgnis 
(Mitteilung aus dem Laboratorium der Telefunken G. m. b. H.) 


Die Eigenschwingungen dielektrischer Räume, welche allseitig von 
metallischen Leitern begrenzt sind, werden unter Verwendung einer von 
Bromwich angegebenen Methode für den Fall eines Rechtflachs, eines 
Zylinders, der auf beiden Seiten durch ebene Flächen abgeschlossen ist, sowie 
einer Kugel untersucht. Die Verteilung der elektromagnetischen Felder wird 
angegeben, die Schwingungszustände, welche zu den längsten Eigenwellen 
gehören (Grundschwingungen), werden eingehender behandelt. Die Dämpfung, 
hervorgerufen durch die in den Begrenzungsflächen fließenden Oberflächen- 
ströme, wird in erster Näherung berechnet und für eine Anzahl von Schwin- 
gungstypen angegeben. 


Ein dielektrischer Raum, welcher von vollkommenen Leitern 
begrenzt ist, besitzt elektromagnetische Resonanzzustände, welche 
durch seine räumliche Konfiguration gekennzeichnet sind. Im 
folgenden sollen diese freien Schwingungszustände unter Verwendung 
einer von Bromwich?) angegebenen Methode von einem gemein- 
samen Gesichtspunkt aus betrachtet werden. Diese Methode erweist 
sich in besonderer Weise geeignet, derartige Probleme übersichtlich 
zu behandeln. Es zeigt sich, daß die dielektrischen Räume eine 
Folge diskreter Resonanzlagen besitzen, deren längste Kigenwellen- 
längen in der Größenordnung der linearen Abmessungen liegen. 
Da die Räume abgeschlossen sind, findet keinerlei Ausstrahlung 
statt. Die Schwingungen sind unter der Annahme, daß die Be- 
grenzungen aus vollkommenen Leitern bestehen, ungedämpft. Eine 
solche Idealisierung entspricht zufolge des hohen elektrischen Leit- 
vermögens der Metalle weitgehend den tatsächlichen Verhältnissen. 
Die längs den metallischen Begrenzungsflächen auftretenden Ober- 
flächenströme bewirken eine Dämpfung, die jedoch geringer als 
die Dämpfung sonstiger Resonanzgebilde gleicher Eigenwellenlänge 
ist, welcher Umstand die Verwendung solcher „Hohlräume“ als 
Resonatoren bei kurzen Wellen besonders geeignet erscheinen läßt. 

Die Anregung von elektromagnetischen Wellen im Innern un- 
endlich ausgedehnter zylindrischer Leiter mittels Dipolen wurde 


1) T.S. Bromwich, Phil. Mag. (6) 38. S. 143. 1919. 
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bereits von Weyrich') und Buchholz?) behandelt. In letzterer 
Arbeit ist auch der Übergang zu den freien Eigenschwingungen 
eines prismatischen Hohlraums enthalten. Ein enger Zusammenhang 
besteht weiterhin mit den bekannten Ausbreitungserscheinungen 
elektromagnetischer Wellen in zylindrischen Hohlleitern. Die 
Schwingungszustände in Hohlräumen können im Fall des Rechtflachs 
und des allseitig abgeschlossenen Zylinders auch durch Superposition 
derartiger fortschreitender Wellen erhalten werden. 


Verwendete Bezeichnungen 
(Die Ziffern beziehen sich auf die Gleichungen, in denen die betreffenden 
Größen eingeführt werden) 
&, = elektrische, magnetische Feldstärke, 


€, 9 = reduzierte elektrische, magnetische Feldstärke (5), (6), 
E,, E,, E, = Komponenten von €, 
1, H,, H, = Komponenten von 9, 


W., W,,, W = Zeitmittel der elektrischen, magnetischen, gesamten Energie, 
0 = Zeitmittel der Jouleschen Wärme, 
j, J = Stromdichte, Strombelag, 
Ry, = Wirbelstromwiderstand (88), 
$ = Dämpfungsdekrement (92), 
d = Dämpfung (93), 
« = räumlicher Dämpfungsfaktor (94), 
ö = Dämpfungsparameter (96), 
A = Allgemeine Dielektrizitätskonstante = 0,886-107'3 e/e,, 
II = Allgemeine Permeabilität = 1,256-10—§ u/u,, 
o = elektrische Leitfähigkeit in 1/§2-em, 
A = Wellenlänge, 
f = Frequenz, 
o = Kreisfrequenz = 2r f, 


Wellensshl (10, 


k=- 
4 
v = Wellengeschwindigkeit, 
€g, = Liingenparameter (12), 
a, b, c = Kantenliingen des Rechtflachs, 
l, m,n = ganze Zahlen (0, 1,2,...), 
v= ganze Zahlen (1, 2, 3,...), 
y = (32) Rechtflach, (51), (52) Zylinder, 
6 = (48) Zylinder, 
Ym, = »-te Nullstelle der Besselschen Funktion: //,, (y,,,) = 0, 


m 


Yay = v-te Nullstelle der 1. Abteilung der B.F.: Ph (Yn») = 0, 
) , = definiert durch (74), 


v 


i = imaginäre Einheit, 
z* = die zu z konjugierte Größe. 


1) R. Weyrich, Journ. f. reine u. angew. Math. 172. S. 133. 1934. 
2) H. Buchholz, Jahrb. d. AEG.-Forschung 6. S. 53. 1939. 
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1. Grundgleichungen 


Unter Verwendung der praktischen Maßeinheiten (Volt, Amp., 
cm, sec) lauten die Maxwellschen Gleichungen: 


dD ag 
(1) =o€ + =c€+4—, 
| 
(2) - 15, 


wobei 4 = é/e,-4a-9-10" die allgemeine Dielektrizitätskonstante 
und J] = 42-10-*u/u, die allgemeine Permeabilität bedeutet. Wir 
beschränken uns auf zeitlich rein periodisch verlaufende Vorgänge; 
die zeitliche Abhängigkeit läßt sich sodann durch den Zeitfaktor ei®*, 
der zu allen Feldgrößen multiplikativ hinzutritt, erfassen. Ersetzt 
man demzufolge in (1) und (2) Ö/dt durch io, so folgt 


(3) roth =cE+iod=(6+iw NE, 
(4) rot€ 
Es erweist sich im folgenden als vorteilhaft, die Gl. (3) und (4) 


durch die Einführung reduzierter Feldgrößen zu symmetrisieren. 
Setzen wir 


so folgt aus (3) und (4) 

(8) roth = k&, 

(9) rot€ 

Für einen verlustfreien dielektrischen Raum ist die elektrische Leit- 


fähigkeit o = 0 zu setzen; die Größe k ist in diesem Fall mit (7) 
gegeben zu 


wenn f die Frequenz in Hertz, v die Wellengeschwindigkeit und / 
die Wellenlänge im Dielektrikum bedeutet. 


2. Gleichheit von elektrischer und magnetischer Energie 


In einem dielektrischen Raum (o = 0), der ausschließlich von 
unendlich guten Leitern (¢ = oo) begrenzt ist, ist im Fall zeitlich 
periodischer Vorgänge das Zeitmittel W, der elektrischen Energie 
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gleich dem Zeitmittel W„ der magnetischen Energie. Mit (3) und (4) 
und o =0 folgt nämlich für die Differenz der mittleren magnetischen 
und elektrischen Energien: 

= = 1 1 1 

| (568) — EB} de 


Vol. 


Die Energieanteile sind a Größen, daher gilt 
(€ rot H*) (C* rot §) 


i@ 


und man erhilt 


1 
‘(© rot G*) — (E* rot H)}dr 
Vol. 
1 . 1 
| f div de f 
Vol. Oberfi. 

Infolge der Randbedingungen an der Oberfläche der begrenzenden 
unendlich guten Leiter, welche fordern, daß die elektrische Feld- 
stärke senkrecht, die magnetische Feldstärke parallel zu den Be- 
grenzungsflächen verläuft, verschwindet die Normalkomponente von 
[G* H] auf sämtlichen begrenzenden Oberflächen, d. h. 

W,—W,=0, 
womit die anfangs erwähnte Gleichheit der Zeitmittel von elektrischer 
und magnetischer Energie aufgezeigt ist. 


(11) 


3. Ausgangsgleichungen 


In Anlehnung an die von Bromwich!) angegebene Methode 
suchen wir Lösungen der Differentialgleichungen (3) und (4) für den 
dielektrischen Raum (o = 0). Die Verwendung der unter (5) und (6) 
eingeführten reduzierten Feldgrößen gestaltet die Rechnungen ein- 
facher und übersichtlicher. Die Komponenten von € seien mit E, 
diejenigen von $ mit H bezeichnet. Mittels (5) und (6) kann man 
jeweils von den Ergebnissen für E und H auf die ursprünglichen 
Komponenten € und © übergehen. 

Wir legen ein orthogonales Koordinatensystem mit den all- 
gemeinen Koordinaten (2, 2, 2,) zugrunde. Das Linienelement sei 
gegeben durch 


(12) ds? = e,*da,?+ e,2da,* + e,’da,”. 


1) T. S. Bromwich, a. a. O. 


aA 
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Die Komponenten von € und § in der z,-Richtung werden durch 
E, und H, gekennzeichnet; die Zerlegung von (8) und (9) in Kom- 
ponenten liefert: 


a) 0k E, = ¢,H, a) ¢, ¢,kH, = E, 

34H, - 

— — Bs 

¢) kB, = H, 7) = e, 

= e, H, - 


Zufolge des homogenen Charakters der Gl. (13) können sämtliche 
Größen E und H mit einem konstanten Faktor durchmultipliziert 
werden, den wir im folgenden der Einfachheit halber zu 1 normieren 
werden. Weiterhin seien folgende Voraussetzungen gemacht: 


(14) e, = 1; = f(z,,2,), d.h. unabhängig von z,. 


Die Wahl von e,= 1 bedeutet keine Beschränkung der Allgemein- 
heit, die Forderung, daß das Verhältnis e,/e, von x, unabhängig sei, 
ist in allen praktisch wichtigen Fällen erfüllt. Wir suchen zunächst 
eine Lösung der Differentialgleichungen (13), für die H=0 ist. 
Unter dieser Voraussetzung folgt aus (13, a), daß E, und E, von 
einer Funktion P ableitbar sind durch 


oP oP 

(15) E, = und E, = O25 
Unter Einführung von (15) in (13, b und c) folgt mit H, = 0 und 
den Voraussetzungen (14) 

oP ö 
(16) 
k OP = eyH 

O25 da, 
Setzt man P= £2, so folgt aus (16) 

1 


und 


k 
(17) H,= 


Aus (13, 2) folgt mit (15) und (17) für E,: 
(18) E=K’U+ 


2? 
On, 


4) 
n 
le 
on 
6) 
n- 
E, 
ın 
en 
l- 
“ | 

24* 
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ebenso aus (13, a) mit (17) 
(19) 


Durch Gleichsetzen von (18) und (19) erhält man die Bestimmungs- 
gleichung für U zu: 
FU 1 a 8 4 EU) 420 =0. 


0x? (0%, Cy 0% 


In gleicher Weise erhält man eine Lösung von (13), für die E, = 0 
ist. Infolge der Symmetrie der Gl. (8) und (9) bzw. (13) findet man 
diese durch einfache Vertauschung von E und H. Wir wollen die 
Lösungen, für welche H, identisch verschwindet, als elektrischen 
Typ (E-Typ) bezeichnen, da sie sämtliche elektrischen Feldkomponenten 
enthalten; analog sei die Lösung, für welche E, identisch verschwindet 
als magnetischer Typ (H-Typ) charakterisiert. Zusammenfassend 
lassen sich also Lösungen von (13) aus einer einzigen skalaren Ortsfunk- 
tionen U (z,, #,, x,) durch einfache Differentialoperationen herleiten. 
Diese Funktion U hat der Differentialgleichung (20) zu genügen. 
Die Feldkomponenten erhält man mit (15) (17) und (18) in folgender 
Weise: 
a) Elektrischer Typ: 


E, = k?U + Fr H = 
b) Magnetischer Typ: 
E, =0 H, = BU 


Infolge der Linearität der Gl. (13) stellt jede Linearkombination der 
Lösungen (21) und (22) eine Lösung dar. Wir stellen uns im folgen- 
den die Aufgabe, die freien Schwingungen homogener dielektrischer 
Räume zubestimmen, welche überall im Endlichen von einer metalli- 
schen Hülle begrenzt sind und die Form eines Rechtflachs, eines Kreis- 
zylinders,der durch ebene Flächen abgeschlossen ist,oder einer Kugel be- 
sitzen. Die Leitfähigkeit der begrenzenden metallischen Umhüllungen 
ist praktisch so hoch, daß sich die Schwingungszustände mit genügen- 
der Genauigkeit unter der Voraussetzung bestimmen lassen, daß die 


| 
k 1 
E,= - — =— H, = — —— A | 
9 02,00 


s- 
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Begrenzung aus vollkommenen Leitern (o = oo) besteht. Man erhält 
so die ungedämpften Eigenschwingungen der dielektrischen Hohl- 
räume. Die dämpfende Wirkung der Begrenzungsflächen, welche 
der endlichen metallischen Leitfähigkeit zuzuschreiben ist, werden 
wir in erster Näherung sodann bestimmen können. Als Grenz- 
bedingungen haben wir in unserem Fall zu fordern, daß das elek- 
trische Feld überall auf der begrenzenden Oberfläche senkrecht steht. 
Wir suchen also Lösungen der Gl. (20) für die Funktion U mit den 
Randbedingungen, daß die durch (21) bzw. (22) mit den tangentiellen 
Komponenten von € verknüpften Ableitungen auf den entsprechen- 
den Oberflächen verschwinden. Wir haben es demnach mit typischen 
Eigenwertproblemen zu tun; nur für eine diskrete Anzahl von Werten 
der Konstanten k in (8) und (9) wird es Lösungen geben, welche die 
Gl. (20) zugleich mit den vorgegebenen Randbedingungen erfüllen. 
Diese diskreten Werte von k, die Eigenwerte, liefern die Eigen- 
frequenzen der dielektrischen Hohlräume. Wir werden uns darauf 
beschränken, außer den allgemeinen Lösungen nur die Schwingungs- 
zustände mit den tiefsten Eigenfrequenzen, d. h. den längsten Eigen- 
wellen, näher zu betrachten. Aus den allgemeinen Lösungen läßt 
sich jede Eigenschwingung beliebiger Ordnung unschwer im einzelnen 
herausgreifen und diskutieren. 


4. Das Rechtflach 


Als geeignete Koordinaten sind hier die gewöhnlichen recht- 
winkligen Koordinaten zu wählen: Wir setzen 


Gl. (20) liefert die Differentialgleichung für U: 


(23) +3, + oe +#U =0, 


Gat 


die Feldkomponenten ergeben sich aus (21) und (22) in folgender 
Weise: 


a) Elektrischer Typ: 


an 
lie 
en 
en 
et 
nd 
n. 
n. 
er 
=2 
er 
| 
er 
i- | 
E,=PU+ H,=0 
en au 
ie dU 
E,= exöz | 
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b) Magnetischer Typ: 


en PU 
E,=0 H,=hU + 
ou 
(25) E, = k Oz | H, = Ox dy 
dU | 


Das begrenzende metallische Rechtflach besitze die Kantenlängen a, b, c. 
Die Randbedingungen, die das Verschwinden der Tangentialkompo- 
nenten von & auf der Oberfläche verlangen, lauten: 

| z=0 und z=a: E=E,=0 
(26) In den Ebenen: | y=0 , y=b: E=E,=0 

| z=0 » =: E,=E,=0. 
Die Lösung für U, welche sowohl Gl. (23) als auch die geforderten 
Randbedingungen erfüllt, lautet: 


U= etinztinytire, 
(27) | oder auch 


cos cos cos 
= sin 71” gin 729 gin 
a) Elektrischer Typ: Wir erhalten eine zum Mittelpunkt im 
Rechtflach symmetrische Lösung, wenn wir setzen: 
(28) U = cosy, siny, y siny, z. 


Damit folgen die Feldkomponenten: 


E, = (k’— 7,2)cosy, € siny, y siny, 2 

E,= —7,7_ siny, © cosy, y SiIN7, 
(29) E= —-Yı) sin y, © siny, y COS 7,2 

H,=0 

H, = ky, cosy, £ Sin y, Y COSY, 2 

H,= —ky, cosy, % cosy, y siny,2. 


b) Magnetischer Typ: Die symmetrische Lösung ergibt sich aus: 


(30) U = siny, 2 cosy, ¥ 6087, 2 

mit den Feldkomponenten 
E,= 0 
E,= — ky, siny, x cosy, y siny, 2 
E,= ky, siny, © siny,Y COS 7, 2 


31 
H, = (k?— y,?) siny, 2 cos 7, y C087, 2 


H,= - 7,7, 0087, 2 siny,y COS 7,2 


H,= —7,7 3 C087, COS y SINY, Z. 


0- 


en 


im 
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Die Eigenwerte k bestimmen sich durch Einsetzen von U ent- 
sprechend (27) in (23) zu 

72+ 747+ 
Die Randbedingungen werden erfiillt durch: 

(32) 
wenn (l, m, n) ein aus ganzen Zahlen bestehendes Zahlentripel ist. 
Die Eigenwerte folgen damit aus (31) und (10) zu 
und die „Eigenwellen“ A aus 


(33) k?= 


2 


m* n? 


Wir untersuchen die Eigenschwingungen, welche den „tiefsten“ Eigen- 
tönen, d. h. den längsten Eigenwellen zugeordnet sind. 


Elektrischer Typ: Aus (29) ersieht man, daß die Eigenschwin- 
gungen, welche zu .den Zahlentripeln (000), (001), (010), (100), 
(101), (110) gehören, identisch verschwinden. Die tiefsten Eigen- 
schwingungen sind durch die (0 11)-Schwingung gegeben. Die zu- 
gehörige Eigenwelle folgt zu 


(34) 


Für ein Rechtflach mit einem quadratischen Seitenpaar (b = ce) ist 

die längste Eigenwelle demnach gleich der Diagonalen der quadra- 

tischen Seite. Die Feldverteilung folgt mit (29) bzw. (31) zu: 
E,,,-Typ: 


E, = k*sin—~sin 


(36) H,= k sin, 
( H,=- k* sin 


Magnetischer Typ: Aus (31) folgt, daß die tiefsten Eigen- 
schwingungen des magnetischen Typs durch die Tripel (101) und 
(110) gegeben sind. Die Eigenwellen bestimmen sich zu: 


2 
- 


A, 01 und h, 10 = 
a 


| 
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die zugehörigen Feldkomponenten folgen mit (31) zu: 


H, Typ: H, Typ: 
E,=—k- sin”? sin”? EB =k— sin cos”? 
y c a b a b 
82 nz | nt. ny 
(37) H,= — sin —- cos—— | H, = =x sin —- cos“, 
2 2 
H, = — "cos" sin ** | H, = — sin“. 
ac a c y ab a b 


Das charakterische Merkmal dieser „Grundschwingungen“ ist der 
Umstand, daß die elektrische Feldstärke jeweils in ihrer eigenen 
Richtung einen konstanten Wert hat; man kann daher diesen 
Schwingungstyp als Eigenschwingung eines ebenen Kondensators 
auffassen, wenn die beiden Seitenflächen, welche senkrecht von dieser 
Feldkomponente getroffen werden, als die zugehörigen ebenen Kon- 
densatorflächen betrachtet werden. Die Beziehungen (36) und (37) 
gehen nach Unterdrückung gemeinsamer Faktoren ineinander durch 
zyklische Vertauschung über; die Unterscheidung in verschiedene 
Typen rührt bei der Grundschwingung nur von unserer willkürlichen 
Bevorzugung der x-Richtung her. 

In gleicher Weise erhält man aus (29) und (30) die höheren 
Eigenschwingungen. 

Der elektromagnetische Energieinhalt W im Zeitmittel ist gegeben 
durch: 

W=W.4+W, =-2W,=-2W, 
oder 
(38) W= ae - | 
Vol. Vol. 
Mit Einführung von (5) und (6) folgt: 
(39) 2W = + E,? + E,?)dr - + H,? + H,*)dr. 
Vol. Vol. 

Damit ergibt sich für das Rechtflach aus (29) für den E-Typ im 
allgemeinen Fall und unter der Voraussetzung 1,m,n + 0: 


abe 
2W = x? [ff 
b? a b c 
00 0 


(40) | 


+ cos? cos? sin? — dzdydz 


2 2 2\1 
dmn+0). 


1) Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daß sämtliche Größen E 
und H mit dem gleichen konstanten Faktor C und entsprechend sämtliche 
Energieausdrücke mit dem Faktor C? durchmultipliziert werden müssen, um 


i 


m 


E 
he 
m 
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In gleicher Weise folgt für den H-Typ aus (31) 
(41) 2 = 2 Wer. (l, m,n 0). 
Für die Schwingungstypen, bei welchen eine der Zahlen (I, m,n) 
verschwindet, erhält man infolge Verschwindens eines cos- bzw. sin- 
Faktors unter dem Energieintegral ein um den Faktor 2 verschiedenen 
Wert. Beispielsweise ergibt sich aus (29) für den E,„„-Typ: 

) = abc. 


m? n? 


2k 
(42) abe + 


5. Der zylinderische Hohlraum 

Die Begrenzung des dielektrischen Raums sei ein Zylinder von 

der Länge ! und dem Radius R, dessen freie Enden an den Stellen 


z=0 und z=] durch ebene Platten abgeschlossen sind. Als 
Koordinaten sind zu wählen: 


é=1 
(43) ¢,=1 
é&,=f. 


Damit folgt nach (20) die Differentialgleichung fiir U: 
Die Lösung läßt sich als Produkt von Funktionen darstellen, die 
jeweils nur von einer Veränderlichen abhängen: 
U = Ri) By) Ze. 

Es folgt als allgemeine Lösung: 

Z,, ist die allgemeine Zylinderfunktion mit dem Index m. Da @ 
eine zyklische Koordinate ist, muß m ganzzahlig sein. Für den 
betrachteten Fall, in dem der Zylinder im Innern keinerlei Leiter 
enthält, verlangen wir, daß U für r->0 endlich bleibt; diese Be- 
dingung wird von der Besselschen Funktion J, erfüllt und man 
erhält: 

U (Vk? — y?r)etimetir: 
(45) oder 

cos 
U = J, (yk? — my“ Sve. 


alle Beziehungen dimensionsrichtig erscheinen zu lassen. Die Dimension für 
die Funktion U wurde willkürlich gewählt, die Feldkomponenten besitzen 
entsprechend (21) und (22) die Dimension U/em*. Da nur die relativen Ver- 
hältnisse von E und H zueinander wesentlich sind (die absoluten Werte sind 
durch die Anregung bestimmt), setzen wir durchweg den Faktor C der Ein- 
fachheit wegen gleich 1. 


er 

on 
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n- 
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Die Feldkomponenten folgen aus (21) und (22): 


a) Elektrischer Typ: 


=0 
Wel + oz? 
aU k av 
1 au 
b) Magnetischer Typ: 
=k? aU 
E,=0 
k au aU 
(47) E,= r dp 
au 1 aU 


Wir setzen zur Abkürzung: 
(48) 72. 


Bezeichnen wir die Ableitung von J,(£) nach dem gesamten Argu- 
ment £ mit J;,(§), so folgt aus (46) und (47), wenn wir wieder die 


zum Mittelpunkt des Zylinders (z = 7) symmetrische Lösung wählen: 


a) Elektrischer Typ: 
[E,= cosyz | H,=0 


(49) | E,=— PyJu(ßr)cosmgsinyz | 
E,= ™ J„@rsinmgsinyz cos mg cosy z. 


b) Magnetischer Typ; 
E =0 H,= 2J (#r)cosmgsinyz 
f z z m F 


r 


(50) E,= *" J, (nsinmgsinyz = 


E,= — gsinyz | H,=- J (Ar) sin mp cosyz2. 


Die Randbedingungen fordern: 
2=0;1:E,=E,=0 
r=R :E,=E,=V0. 
Diese Bedingungen lassen sich durch folgende Wahl der Konstanten 3 
und y erfüllen: 
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a) Elektrischer Typ: 
(51) J,,(@R)=0 und n=0,12..) 

b) Magnetischer Typ: ! 
(52) J@R)=0 und y=“*=1,2,3..,) 


Bezeichnen wir die »-te Nullstelle der Funktion J„(£) mit y,,, die 
v-te Nullstelle der Ableitung J,„(&) mit y;,,, so folgt aus (49) und (50) 
die Darstellung der Feldkomponenten: 


a) Elektrischer Typ: 


2 ‘ 
Vay Yar nnz 
E,= | cos m cos —— 
Vay nnz 
E,=- IR 7) cos mg 
E nmn ( ) nnz 
(53) „= tr Sin m sin — 
H,=0 
km nnz 
r) sin m Cos —— 
ie Yn» anes 
H,= In +) cos Mm COS —- 
Die Eigenwerte und Eigenwellen folgen aus (48) und (51): 
y2 nen? 
2 me 
R 
(54) 2 
b) Magnetischer Typ: 
in E,= 
IS E,= | sin mg sin — 
8 7 Z. R cos my sin — 
55 
H,= J | cos m sin 
l 
Yny nnz 
H,= R r) cos mp cos 
ß nmn nnz 
H,=— R | sin m 608 -— 


5 
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Die Eigenwerte und Eigenwellen sind gegeben durch: 


y,2, ne nz 
P 
56 2 
( ) An = ee el 
n 1 
P | a R 


Die Mannigfaltigkeit der Schwingungen ist durch das Zahlen- 
tripel (m,n,v) bestimmt, wobei », mit 1 beginnend, die Nullstellen 
der Besselschen Funktion J,, charakterisiert, m gibt die ,,zyklische“ 
Periodizität an. Die längsten Eigenwellen sind durch die Tripel (00 1), 
welches nur beim E-Typ existiert (zufolge yj; = 0), und (111) beim 
magnetischen Typ definiert, was aus folgender Aufstellung der Null- 
stellen ersichtlich wird: 

Yo Yoos = 2,40; 5,52; ... 

9113 = 0; 9,88; 
(57) 

Yor} = 09 3,83; ... 


93 1,84; 6,33; ... 
Die Eigenwelle des E,,,-Typs folgt mit (54) und (57) zu 
(58) R=2,61R. 
o1 


Die Feldkomponenten ergeben sich aus (53) und unter Benutzung 
der Beziehung J,= — J, zu: 


(59) | 


Diese Grundschwingung kann ebenso wie im gleichen Fall des 

Rechtflachs als Eigenschwingung eines ebenen Kreisplattenkonden- 

sators aufgefaßt werden, dessen Platten senkrecht zur z-Achse stehen '), 
Die Eigenwelle des H,,,-Typs folgt mit (56) und (57) zu: 


(60) 


11 
+ |) — + 0,344 — 
? V+ 


1) Vgl. F. Ollendorf, Grundlagen der Hochfrequenztechnik, Springer 
S. 45ff. 1926. 


E, = (4 r) 
Y £ 
H, = (4 r) 


Ve 
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die zugehérigen Feldkomponenten mit (55) zu: 


E,=0 

E sin sin 

kyıı Yıı nz 

E,= cos p sin —— 

(61) Yı n% 

nz 

‚ Ji Cos Cos 

7 Yıı nz 


Wir betrachten noch den Energieinhalt, wie er sich allgemein für 
die beiden Schwingungstypen aus (53) bzw. (55) ergibt. Man erhält 
unter der Voraussetzung m,n + 0: 


a) Elektrischer Typ: 


21 = [ + de 


f sin?mg cos? 


nnz 


J cos? me cos? Jrarapae, 


woraus mit Einführung der Veränderlichen & = Zr folgt: 
Ymv 
2 
alk? (1 + EI ZG} ag 
0 
und mit Ausführung der Integration’): 


(62) ia (m,n + 0). 


m—1 


1) Es gilt: 


Vol. 
| 
+ Pet 
R 
3 
| 
> 
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b) Magnetischer Typ: 


| + E))dr 


Vol. 


R2z l 
m 
vu 


Ymy Y: . 

~ J (tee ) cos?mg sin? 
+ R’ m R 
woraus in gleicher Weise wie oben folgt: 


nnz 
l 


re | sin? mg sin? 
R 


nnz 


Jraranaz, 


Ymv 
27 = Salk + ag 
und hieraus: - 
(63) alk? (y? (m,n + 0). 
Die Fälle, in denen die Voraussetzung m,n + 0 nicht erfüllt ist, sind 
besonders zu behandeln, da hier unter dem Energieintegral trigono- 


metrische Faktoren verschwinden. Fiir die Grundschwingung (001) 
des E-Typs erhält man z. B.: 


oder unter Benutzung einer bekannten Integralbeziehung fiir die 
Besselsche Funktion’): 

2 
Es sei hier noch kurz auf den Zusammenhang zwischen den Eigen- 
schwingungen eines Rechtflachs bzw. eines Zylinders und den fort- 
schreitenden elektromagnetischen Wellen in Hohlleitern hingewiesen. 
Die Beziehungen (27) und (45) für die Funktion U enthalten den 
Faktor e+iv*, Fügt man den Zeitfaktor et hinzu, so ersieht man, 
daß sämtliche Feldkomponenten mit dem Faktor e‘(“'#r2) multipliziert 
erscheinen. Die von uns verwandten Beziehungen können demnach 
als durch Superposition einer rechts- und einer linkslaufenden Welle 
entstanden aufgefaßt werden, die offensichtlich mit den bekannten 


(64) 2W, = 2alk® %(y,,) = 1,56a1k?. 


| 
| 
‘ 
r 
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Wellentypen in rechteckigen bzw. zylindrischen Hohlleitern identisch 
sind }), 
6. Die Kugel 
Für den kugelförmig begrenzten dielektrischen Raum sind als 
Koordinaten zu wählen: 
z-r e =1 
T, =» é, =f 
%=rsind., 
Die (20) =. fiir 


1 
(65) dr! Fur in OF 35 sin te} +PU=0. 


Auch hier läßt sich die Lösung in bekannter Weise in ein Produkt 
von Funktionen zerspalten, die jeweils nur von einer Veränderlichen 
abhängen; setzt man: 


U = 4), 
so erhält man als allgemeine Lösung: 
(66) U=ykrZ (gh). 


ZUR 1 ‘ist die allgemeine Zylinderfunktion mit dem Index n + 3 ’ 
Y (p, #) die allgemeine Kugelfunktion. Die Forderung, daß U für 
r->0 und an den Polen + = 0; a endlich bleibt, liefert die Lösung: 
= (kr) P™ (cos #)e*'™” 
(67) oder = 
U= VkrJ 1 (kr) P™ (cos #) MP A 


(cos ist die zugeordnete Kugelfunktion, m,n sind ganzzahlig 
und m=n. Die Feldkomponenten folgen aus (21) und (22) zu: 
a) Elektrischer Typ: 


— 
E.=k?U + a H, 0 
1 k ou 
(68) BE, = r örds# = og 
E,= rsin$ Or dp | r 0% 


1) Vgl. z.B. J. R. Carson, S. P. Mead, S. A.Schelkunoff, Bell. Syst. 
Tech. Journ. 15. S.310. 1936; W. L. Barrow, Proc. I. R. E. 24. 8.1298. 1936 
u. 26. S. 1520. 1938. 
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b) Magnetischer Typ: 


E,=0 
_1 au 
(69) H,= r 

| rsin$ örögp 


Hieraus ergibt sich mit (67): 
a) Elektrischer Typ: 


1 (kr) P™ (cos 9) cos mp 


r (kr) n+ 
1 m | 
E,= ag Pn (cos #)cosm 
wo) E,= i(k "| P” (cos #) sin m p 
H,=0 
H, samy | 
Ö pm 
H, = _ (kr) (cos #) cos m 
b) Magnetischer Typ: 
E,=0 
E,= 2 (kr) P” (cos sin m p 
— pm 
E,= Wie J (kr) P™ (cos cos m p 
H, = kr) P™ (cos #)cosmy 
(ky? 
H,= kn P” (cos #) sin mp. | 


Die Randbedingungen fordern: 
r=R: E,=E,=', 
was durch folgende Bedingungen erfüllt wird: 
a) Elektrischer Typ: 


(72) 


VkrJ 1 (kr) =(. 


| 2 r=R 
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Mit Hilfe der Beziehungen für die Ableitung!) von J ace erhilt 
man daraus: 


(73) 


Die Funktion J me läßt sich bekanntlich mit Hilfe trigonometrischer 


Funktionen darstellen. Die »-te Wurzel der transzendenten Gl. (73) 
sei mit 9 7 bezeichnet, so daß gilt: 


(74) 


Damit folgen die Eigenwerte und Eigenwellen des elektrischen Typs 
bei der Kugel zu: 


b) Magnetischer Typ: 
Die Erfüllung der Randbedingung liefert: 
J 1 (k R) = 0 . 


Bezeichnen wir wieder die Wurzeln von J ,(&) mit y ı so 
n+ > n+ 


folgt der Eigenwert und die Eigenwellen des "magnetischen Typs 
bei der Kugel zu: 


22 
k = — = 
(76) 
nto” 


Die Grundschwingungen sind durch das Zahlentripel (m,n, » = 0,1,1) 
bestimmt. Sie ergeben sich folgendermaBen: 


1) Es gilt J, =- +I, 16-- 


Annalen der Physik. 5. Folge. 35. 25 


J ,kR) 
kR 
1 1 n 
nt 
2a 5°” 
| 
€ y 1 
St 
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E,,,-l yp: Unter Verwendung der Beziehung (cos = cos &, 
erhält man mit (70) die ): 


E = —rdı (kr) cos 


H, = (krsin 
Vkr 
Die Grundwelle bestimmt sich mit (74) aus: 


„1° 
Der Wert von Y»,,ı folgt unter Benutzung der Beziehung: 


ms 
J (&) 13 


(78) 
— cos 


aus der Gleichung tgé = — 


zu = 2,74, und damit die 


Grundwelle zu: 


(79) i, R= 2,29R. 


b) H,,,-Typ: Die Feldkomponenten ergeben sich aus (71): 


E,= r) sin & 


(80) H, = J»),(kr) cos + 


Der Wert der ersten Nullstelle von J»,, berechnet sich zu ys, = 4,49. 
Damit folgt die Grundwelle zu 
(81) „108. 

Es seien für die Grundschwingung noch die Werte des elektro- 
magnetischen Energieinhalts bestimmt. Man erhält für den E, ,,-Typ 
mit (39) und (77): 


2W = SH; f ft (kr) sin“ 9.2ar sin ddrdd 


Vol. 


(82) 


(é)dé. 


1) Es gilt: Js), (§) = 12 (7 — cos ; 


lie 


49. 
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Unter Verwendung von (78) und der Integralbeziehung folgt: 

4n 2 
| 2W = — 2) 4) 
(83) P 
| 2er = AZ k-(2,742— 2)- 0,512 = 6,046, 


Für den H,,,-Typ erhält man in gleicher Weise: 
¥9/,,1 


QW = = “tk Ode. 


Vol. 
Unter Berücksichtigung, daß k R = y),, die erste Nullstelle ist, folgt 
2 
(84) 2W = 
85) = 4,49? 0,372 = 11,35 6. 
7. Dimpfung 


Die vorangehenden Ergebnisse wurden unter der Annahme er- 
halten, daB der dielektrische Raum von vollkommenen Leitern begrenzt 
wird. Die endliche Leitfähigkeit modifiziert die bisher verwandten 
Grenzbedingungen dadurch, daß die elektrische Feldstärke nicht 
mehr senkrecht auf der Leiteroberfläche steht, sondern auch eine 
tangentielle Komponente besitzt, die mit der längs den Begrenzungs- 
flächen auftretenden Oberflächenströmung durch die Beziehung = o€ 
(j = Stromdichte) verknüpft ist. Diese Stromdichte 7 an der Ober- 
fläche ist durch das an dieser Stelle herrschende magnetische Feld H 
gegeben. Bedeutet { den gesamten Strom innerhalb der metallischen 
Begrenzung pro Längeneinheit, so gilt: 


% stellt den „Strombelag“ in Amp./cm dar. Infolge der hohen 
Werte der metallischen Leitfähigkeit « nimmt die Stromamplitude 
von der Oberfläche nach dem metallischen Innern zu sehr schnell 
ab, der Strom ist praktisch an der Oberfläche konzentriert. Die 


tangentiellen Komponenten von €, die sich mittels € = Z ergeben, 


sind praktisch außerordentlich klein gegenüber den normalen Kom- 
ponenten, so daB die Beziehungen, die wir unter der Voraussetzung 
vollkommener Leiteroberflächen erhalten, die Verhältnisse mit ge- 
nügender Annäherung beschreiben. Die Oberflächenströme bewirken 
jedoch durch die Erzeugung von Joulescher Wärme Verluste und 


1) Vgl. die Anmerkung auf S. 368. 


25* 


| 

(86) = 
yp | 
2 

| = 
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damit eine Dämpfung, die wir mit guter Annäherung bestimmen 
können. Der strenge Weg besteht darin, daß man die Lösungen 
der Maxwellschen Gleichungen sowohl für das Dielektrikum als 
auch für das begrenzende Metall bestimmt und dieselben mittels 
der Grenzbedingungen an den Oberflächen verknüpft. Man erhält 
jedoch in einfacherer Weise eine genügende Näherung, wenn man 
die Theorie des Hauteffektes an ebenen Grenzflächen heranzieht. 
Aus ihr ergibt sich in bekannter Weise, daß die Jouleschen Ver- 
luste pro Quadratzentimeter Oberfläche, wenn % den Strombelag 
bedeutet, sich bestimmen zu: 


87) a= = En, 
wenn wir den spezifischen „Wirbelstromwiderstand“ 
ol, 
(88) A Ry = IE 
einführen '. Das Zeitmittel der Jouleschen Verluste q folgt damit zu 
(89) 7 = + 


Der gesamte Verlust wird durch Integration über sämtliche Be- 
grenzungsflächen erhalten zu: 


(90) Rw| 


Für den abgeschlossenen dielektrischen Raum gilt der Erhaltungs- 
satz der Energie: 


(91) 


Setzen wir Q=c-W, so verläuft der gedämpfte Schwingungsvorgang, 
wenn zur Zeit t = 0 der gesamte elektromagnetische Energiegehalt W, 
betrug, wie ER 
W=W,e-e. 

Es ist üblich, bei gedämpften Schwingungsvorgängen das log. Ver- 
hältnis zweier Amplituden, welche zeitlich um eine Periode ver- 
schoben sind, durch das log. Dekrement # zu charakterisieren. 
Man erhält für +, wenn die Periode mit T bezeichnet wird: 


W 1 
Wr f 
oder 
(92) 


2f Ww 
1) ZZ, bezieht sich im folgenden auf das begrenzende Metall, ZZ, auf das 
Dielektrikum. 


= Oberfi. 


1 


Borgnis. Elektromagnet. Eigenschwingungen dielektrischer Räume 381 


Als „Dämpfung“ d wird im allgemeinen das Verhältnis „Wirkleistung“ 
zu „Blindleistung“ bezeichnet, der Zusammenhang mit dem De- 
krement ist gegeben durch: 

2nf W oW 
Eine weiterhin gebräuchliche Charakterisierung der Dämpfung ist 
durch die „räumliche“ Dämpfungsgröße « gegeben, die meist bei 
der Behandlung fortschreitender Wellen benutzt wird. Sie ist 
definiert durch die räumliche Abnahme der Energie: 


aw ow... 


wenn x die Fortschreitungsrichtung der Welle und v deren Wellen- 
geschwindigkeit?) bedeutet. Führt man die Wellenlänge 4 = F ein, 
so folgt aus (94): 

(95) = > = 


i 


Die „Dämpfung“ d bestimmt sich demnach mit (39), (90) und (93) zu: 


do 
w Oberfl. 
AL, 
Vol. 


Führen wir zur Abkürzung den „Dämpfungsparameter“ 


[oo do 


(96) Oberfl. Oberfi. 
f@grar 
Vol. Vol. 


ein, so folgt die Dampfung mit (88) zu 


/Q7 ons = 


Für Kupfer- Luft ergibt sich beispielsweise mit den Werten = 57-104, 


I, = I, = und 22", 


d = 1,92.1075 


1) Häufig wird auch mit dem reziproken Wert der Dämpfung (,,Giite- 
faktor‘‘). gerechnet. 

2) Bei Dispersion ist in (94) an Stelle der Phasengeschwindigkeit v die 
Gruppengeschwindigkeit Ugr, einzusetzen. . 


14 
5 
‘4 
4 
0 
| 
| 
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Die Bestimmung des Dämpfungsparameters ö nach (96) gestaltet sich 
in den Fällen besonders einfach, in denen der Ausdruck (HH*)dr in 
Produkte zerfällt, welche jeweils nur von einer Veränderlichen ab- 
hängen. Sind die Koordinaten so gewählt, daß sich die Oberfläche 
des dielektrischen Raums in Stücke zerlegen läßt, welche durch 
x, = Constans erhalten werden, was bei allen hier betrachteten Fällen 
erfüllt ist, so erhält man, wenn 


(H9*) dr = (H,?+ H,?+ AAdr=f dx, da, 
ist, für Dämpfungsparameter 


+f, fr (x3) fy (v3) dx, dr, 
2. 
2” 


+ [fo (ay’) thai f fr dar, dx, + 


a” 


fr de, dx, dz, 
wobei im Zähler über sämtliche Oberflächen zu summieren ist. 
Daraus folgt: 
(98) ha) + fa”) + he + hl”) + fa (2) + 


J da, J fs (a,) dr, f da, 
2,’ a,’ 2,’ 


Wir beschränken uns darauf, den Dämpfungsparameter für einige 
Fälle zu bestimmen. 

a) Rechtflach. Elektrischar Typ. Der Dämpfungsparameter 
ergibt sich nach (96) zu . 


’ 


ae 
2f fur + Ha. dy dz + 2f fun+ H,) + HA dex de 
0 0 0 0 


a ob 
+ 2f H, + dx dy 
00 


é= — ur 


f (H2 + dx dy dz 
000 


und man erhält mit (29) und (40) für die Schwingungstypen 1, m,n + 0: 


71 fa 1 


b? + c? 


er 
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Für die (0, m, n)-Schwingung folgt mit (29) und (42) (J = 0, m, n + 0) 


“ar 
te) 


n* 


(100) 


Für den Würfel (a = b = ec) ergibt sich damit 
(101) d= und ö=- [I=0;m,n +0]. 


ß) Zylinder. Elektrischer Typ. m = 0. Mit (53) und (98) folgt 
für die Schwingungszustände ohne zyklische Periodizität (m = 0) 


+ 
r) -rdr f cos? dz 
und hieraus 
(102) +4 Mm=0;n+0])) 


Für die Grundschwingung (n = 0) erhält man mit (59) und (98) 


[m,n = 0}. 


Für den Zylinder mit =2R kleinste Obertliche bei gegebenem 
Volumen) folgt damit 


3 
(104) mn=0). 


y) Kugel. Grundschwingung. m=0, n=1, »=1. Für die 
elektrische Grundschwingung folgt aus (77) und (83) 


a 

"13 
0 


rı 
(a1 = 2) Je), 
und hieraus 
2 2,72 
(105) 
R 2 R 


1) Beim E-Typ folgt der nämliche Wert von ¢ auch fiir m,n +0. 


| 

in 

1e 

oh 
2 

t. 
| 

) 
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Für die magnetische Grundschwingung erhält man aus (80) und (84) 


BL; (+ Js sin? 2n sind dd 


und nach einigen Umformungen 
(106) —: 


Vergleichen wir zum Schluß die Dämpfungsparameter für die Grund- 
schwingungen des elektrischen Typs, so ergibt die Umrechnung von 
d auf gleiche Eigenwellenlänge folgendes Bild: 


Würfel Zylinder (l = 2 R) Kugel 
011 = 2/2 = 2,83 (5) go, = 261 R hy 11 = 2,29 R 
3 _ 3-261 2,72 _ 2,72.2,29 
8,49 783 6,23 
i h h 


Für die magnetische Grundschwingung der Kugel erhält man mit 
= 140 R: 


Berlin. 


(Eingegangen 12. April 1939) 
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